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OPTION B/L

Exercice 4.1.

p �etant un entier �x�e, avec p > 2, on note E = Rp [X ] l'espace vectoriel des

polynômes �a coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a p.

f est l'application qui �a tout polynôme P de E associe :

f(P ) = P (X + 2) + P (X)� 2P (X + 1).

1. Montrer que f est un endomorphisme de E

2. D�eterminer l'image et le noyau de f .

3. Soit A 2 E. A quelle condition l'�equation f(P ) = A a-t-elle au moins une

solution ? Si U est une solution, quelles sont toutes les solutions ?

4. On d�e�nit les polynômes P0; : : : ; Pp par :

P0 = 1; P1 = X , et pour k > 2; f(Pk) = Pk�2, avec Pk(0) = Pk(1) = 0.

a) Montrer que les polynômes P0; : : : ; Pp sont ainsi bien d�e�nis.

b) Pour k 2 [[0; p]], quel est le coe�cient dominant de Pk ?

Pour k > 1, exprimer Pk �a l'aide du polynôme Qk =
k�1Q
i=0

(X � i)

c) Montrer que (P0; : : : ; Pp) est une base de E et d�eterminer la matrice de

f relativement �a cette base.

Solution :

1. ? Tout d'abord, il est clair que si P est un polynôme de degr�e inf�erieur ou

�egal �a p, il en est de même du polynôme P (X + 2) + P (X)� 2P (X + 1).
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? D'autre part, par propri�et�es des op�erations, on v�eri�e ais�ement que l'on

a, pour tous polynômes P et Q de E et tout scalaire � : f(P + �Q) =

f(P ) + �f(Q).

Ainsi f est un endomorphisme de E.

2. On a : f(1) = 0, f(X) = 0 et pour k 2 [[2; p]] :

f(Xk) = (X + 2)k +X
k � 2(X + 1)k

=
kP
i=0

�
k

i

�
2k�iX i +X

k � 2
kP
i=0

�
k

i

�
X

i =
k�2P
i=0

�
k

i

�
(2k�i � 2)X i.

Ainsi f(Xk) est un polynôme de degr�e exactement k � 2.

? On a : Im f = Vect
�
f(1); f(X); : : : ; f(Xp)

�
= Vect

�
f(X2); : : : ; f(Xp)

�
.

Or f(X2); : : : ; f(Xp) sont des polynômes de degr�es �echelonn�es depuis 0

jusqu'�a k�2, ils forment donc une base de Rp�2 [X ], et une famille g�en�eratrice

de Im f .

Par cons�equent Im f = Rp�2 [X ].

? Par le th�eor�eme du rang, Ker f est donc un espace vectoriel de dimension

2, et comme il contient 1 et X , on conclut : Ker f = R1 [X ].

3. L'�equation f(P ) = A, d'inconnue P 2 E admet au moins une solution si

et seulement si A 2 Im f et si U est une solution, toutes les solutions sont de

la forme U + a+ bX , avec (a; b) 2 R2 , puisque l'on a alors :

f(P ) = A() f(P ) = f(U)() P � U 2 Kerf .

4. a) Les polynômes P0 = 1 et P1 = X sont d�e�nis dans le texte. Soit alors

k 2 [[1; p� 1]] et supposons P0; P1; : : : ; Pk bien d�e�nis, avec degPi = i.

Comme degPk�1 = k�1 6 p�2, l'�equation f(P ) = Pk�1 admet une in�nit�e

de solutions, toutes de degr�e k + 1 et de la forme P = U + a + bX , o�u U

v�eri�e f(U) = Pk�1.

Les conditions P (0) = P (1) = 0 d�eterminent parfaitement a et b, ce qui

montre qu'il existe une solution au probl�eme et une seule, que l'on note

Pk+1. On conclut par le principe de r�ecurrence, limit�e au rang p.

b) Ecrivons Pk = �kX
k + � � � et Pk�2 = �k�2X

k�2 + � � �.

Le terme de plus haut degr�e de f(Pk) est �k

�
k

k � 2

��
2k�(k�2) � 2

�
=

k(k � 1)�k.

Ainsi �k = k(k � 1)�k�2 et comme �0 = �1 = 1, il vient :

Pk = 1
k!
X

k + � � �

D'autre part :

on a : Q1 = 1; Q2 = X; : : : ; Qk = X(X � 1) : : : (X � k + 1), on trouve alors

pour k > 2 :

f(Qk) = k(k � 1)Qk�2
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Par cons�equent f
� 1
k!
Qk

�
= 1

(k � 2)!
Qk�2,

et comme pour k > 2, on a Qk(0) = Qk(1) = 0, l'unicit�e vue en a) donne :

8 k 2 [[0; p]]; Pk = 1
k!
Qk

c) La famille (P0; : : : ; Pp) est form�ee de polynômes de degr�es �echelonn�es

depuis 0 jusqu'�a p, il s'agit donc d'une base B de Rp [X ].

Par d�e�nition même des polynômes Pi on a :

MB(f) =

0
BBBBBBB@

0 0 1 0 : : : 0

0 0 0 1
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0
. . . 1

0 : : :
. . . 0

0 : : : : : : 0

1
CCCCCCCA

Exercice 4.2.

Soit N un entier naturel, tel que N > 2.

Soit (Xn) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes suivant toutes la

loi discr�ete uniforme sur f1; 2; : : : ; Ng.

1. On pose Zn = sup(X1; X2; : : : ; Xn).

a) A l'aide de la fonction de r�epartition de Zn, donner la loi de probabilit�e

de Zn.

b) Montrer que l'esp�erance E(Zn) de Zn vaut :

E(Zn) = N �
N�1P
k=1

�
k

N

�n
c) D�eterminer les limites de l'esp�erance E(Zn) et de la variance V (Zn) de

Zn lorsque n tend vers l'in�ni.

2. a) D�eterminer lim
N!+1

1
N

N�1P
k=1

�
k

N

�n
.

b) En d�eduire un �equivalent simple de E(Zn) quand N tend vers l'in�ni.

3. On pose, pour k > 1; Yk = Xk +Xk+1 et

Tn =
1

n

nX
j=1

Yj

a) D�eterminer E(Tn) et V (Tn).

b) Construire, �a l'aide de Tn, un estimateur sans biais et convergent de N .

Solution :
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1. a) Par d�e�nition de sup et ind�ependance des variables en pr�esence qui

suivent toutes la loi uniforme sur [[1; Ng, on a :

pour k 2 [[1; N ]]; P (Zn 6 k) = P
�
(X1 6 k) \ : : : \ (Xn 6 k)

�
=
�
k

N

�n
.

On en d�eduit :

8 k 2 [[1; N ]]; P (Zn = k) = P (Zn 6 k)� P (Zn 6 k � 1) =
�
k

N

�n � �k � 1
N

�n
(formule valable même pour k = 1).

b) E(Zn) =
NP
k=1

k
�
k

N

�n � NP
k=1

k
�
k � 1
N

�n
=

NP
k=1

k
�
k

N

�n � NP
k=2

k
�
k � 1
N

�n
.

Soit, par glissement de l'indice dans la deuxi�eme somme :

E(Zn) =
NP
k=1

k
�
k

N

�n � N�1P
k=1

(k + 1)
�
k

N

�n
.

Puis, par t�elescopage partiel :

E(Zn) = N �
N�1P
k=1

�
k

N

�n
c) ? Si n tend vers l'in�ni, N �etant �x�e, on obtient donc :

lim
n!1

E(Zn) = N

? De même : E(Z2
n
) =

NP
k=1

k
2
�
k

N

�n � NP
k=1

k
2
�
k � 1
N

�n
,

et par un calcul analogue :

E(Z2
n
) = N

2 �
N�1P
k=1

(2k + 1)
�
k

N

�n
Par n�egligeabilit�es classiques, on en d�eduit lim

n!1

E(Z2
n
) = N

2, puis par la

formule de Huygens :

lim
n!1

V (Zn) = 0

2. a) On reconnait une somme de Riemann et :

lim
N!+1

1
N

N�1P
k=1

�
k

N

�n
=

Z 1

0

x
n
dx = 1

n+ 1

b) Donc
N�1P
k=1

�
k

N

�n
= N

n+ 1
+ o(N) et E(Zn) = N � N

n+ 1
+ o(N), soit :

�a n �x�e, E(Zn) �
N!1

n

n+ 1
N

3. a) On a Tn = 1
n

�
X1 + 2X2 + 2X3 + � � �+ 2Xn +Xn+1

�
.

Les variables Xk sont ind�ependantes et toutes de même esp�erance N + 1
2

et

de même variance N
2 � 1
12

. On en d�eduit :
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E(Tn) =
1
n
(2nN + 1

2
) = N + 1.

V (Tn) =
1
n
2

�
2 N

2 � 1
12

+ 4(n� 1)N
2 � 1
12

�
= 4n� 2

n
2

N
2 � 1
12

.

b) Ainsi E(Tn � 1) = N et V (Tn � 1) = V (Tn) �!
n!1

0.

Par cons�equent (Tn � 1)n est un estimateur sans biais et convergent de N .

Exercice 4.3.

Pour x > 0, on pose f(x) =

Z +1

x

e�t

t
dt

1. Montrer que f est bien d�e�nie et qu'elle est de classe C1 sur ]0;+1[.

2. Montrer que pour x > 0, f(x) = � lnx + c+ "(x) o�u c est une constante

r�eelle que l'on ne calculera pas et " une fonction qui tend vers 0 avec x.

3. Soit 0 < a < b. Montrer que l'int�egrale

Z +1

x

e�at � e�bt

t
dt converge et

donner sa valeur en fonction de f .

En d�eduire que

Z +1

0

e�at � e�bt

t
dt converge et donner sa valeur.

4. a) Soit a 2 R
�

+ . Trouver b pour que f : t 7!

(
e�at � e�bt

t
si t > 0

0 sinon

, soit

une densit�e d'une loi de probabilit�e.

b) Calculer alors l'esp�erance et la variance de cette loi.

Solution :

1. La fonction ' : t 7! e�t

t
est continue sur R�+ , telle que 8 t > 1; 0 6 '(t) 6

e�t. La convergence de l'int�egrale

Z +1

1

e�t dt donne, par majoration, la

convergence de

Z +1

1

'(t) dt. L'int�egrale

Z 1

x

'(t) dt ne posant aucun probl�eme,

on conclut :

f est bien d�e�nie sur R�+

D'autre part, en �ecrivant f(x) =

Z +1

1

'(t) dt �
Z x

1

'(t) dt, la continuit�e de

' prouve que f est de classe C1 sur R�+ , avec :

8x > 0; f 0(x) = �'(x) = �e�x

x

2. E�ectuons une int�egration par parties, directement avec la borne in�nie :

u
0(t) = 1

t
(= u(t) = ln t ; v(t) = e�t =) v

0(t) = �e�t
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f(x) =
h
e�t ln t

i+1
x

+

Z +1

x

e�t ln t dt = � lnx:e�x +

Z +1

x

e�t ln t dt

En e�et : lim
t!+1

e�t ln t = 0 et t 7! e�t ln t est n�egligeable devant 1
t
2 au

voisinage de l'in�ni, ce qui prouve que la derni�ere int�egrale �ecrite converge.

Donc : f(x) = � lnx� (e�x � 1) lnx+

Z +1

x

e�t ln t dt.

Or : �(e�x � 1) lnx �
(0)

x lnx �!
x!0

0 ; e�t ln t �
(0)

ln t dont l'int�egrale est

convergente pour la borne 0. Soit :

f(x) = � lnx+

Z +1

0

e�t ln t dt+ o(1)

RemarqueÊ : on a ainsi une expression de la constante c de l'�enonc�e.

3. La convergence r�esultant des calculs e�ectu�es, on a :

I(x) =

Z +1

x

e�at � e�bt

t
dt =

Z +1

x

e�at

t
dt�

Z +1

x

e�bt

t
dt

et grce aux changements de variables u = at ou u = bt :

I(x) =

Z +1

ax

e�u

u
du�

Z +1

bx

e�u

u
du = f(ax)� f(bx).

Ainsi : I(x) = � ln(ax) + c+ "(ax) + ln(bx)� c� "(bx) = ln b

a
+ o(1), soit en

passant �a la limite : Z +1

0

e�at � e�bt

t
dt = ln b

a

4. a) Il faut bien entendu que la fonction soit positive (donc que b > a) et

que son int�egrale sur R soit �egale �a 1, donc que ln b

a
= 1 et :

b = e:a

b) On a alors E(X) =

Z +1

0

�
e�at � e�eat

�
dt = 1

a
� 1

e:a
= e� 1

e:a

On trouve de même, �a l'aide d'une int�egration par parties E(X2) = e2 � 1
(e:a)2

,

et donc :

V (X) = E(X2)� [E(X)]2 =
2(e� 1)

(e:a)2

Exercice 4.4.

Les nombres a et b sont des entiers naturels non nuls tels que a > b.

On e�ectue dans une urne contenant initialement b boules blanches et b boules

noires une suite in�nie de tirages avec remise, en rajoutant dans l'urne a

boules blanches suppl�ementaires apr�es chaque tirage ayant donn�e une boule

blanche.
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1. D�eterminer la probabilit�e de l'�ev�enement : hh tous les tirages successifs ont

donn�e une boule blanche ii.

On notera Bn l'�ev�enement : hh le tirage num�ero n a donn�e une boule blanche ii.

On d�esigne par X la variable al�eatoire donnant le num�ero du premier tirage

auquel est apparue une boule noire.

2. Donner le domaine de d�e�nition de la variable al�eatoire X .

Montrer que (X > k) = B1 \B2 \ : : : \ Bk.

En d�eduire P (X > k).

3. Etudier l'existence de l'esp�erance de X dans le cas a = 2b.

On pourra d�emontrer que si une variable Y �a valeurs dans N admet une

esp�erance, alors lim
n!1

n:P (X > n) = 0

Solution :

1. Soit Bn l'�ev�enement hh les n premiers tirages ont tous amen�e une boule

blanche ii. On a Bn = B1 \ B2 \ : : : \ Bn, soit en suivant l'�evolution du

contenu de l'urne :

P (Bn) = b

2b
�
b+ a

2b+ a
� � � �� b+ (n� 1)a

2b+ (n� 1)a
=

n�1Q
k=0

b+ ka

2b+ ka

L'�ev�enement TB = hhtous les tirages am�enent une boule blanche ii n'est autre

que l'�ev�enement
1T
n=1

Bn =
1T
n=1

Bn et comme la suite (Bn)n est une suite

d�ecroissante d'�ev�enements, il vient par le th�eor�eme de limite monotone :

p = P (TB) = lim
n!1

P (Bn).

Or : ln
�
P (Bn)

�
=

n�1P
k=0

ln
�
b+ ka

2b+ ka

�
= �

n�1P
k=0

ln
�
1 + b

b+ ka

�
.

On a ln
�
1+ b

b+ ka

�
�

(k!1)

b

ka
, qui est le terme g�en�eral d'une s�erie divergente.

Comme ln
�
1+ b

b+ ka

�
> 0, on en d�eduit que lim

n!1

n�1P
k=0

ln
�
1+ b

b+ ka

�
= +1,

donc que lim
n!1

ln
�
P (Bn)

�
= �1 et

lim
n!1

P (Bn) = 0.

Ainsi P (TB) = 0 (il est quasi-impossible de n'obtenir jamais que des boules

blanches).

2. La variable al�eatoire X est d�e�nie presque partout (puisque TB a une

probabilit�e nulle, ce qui permet de dire que X est une variable al�eatoire) et

est clairement �a valeurs dans N� .

(X > n) est r�ealis�e si et seulement si les n premiers tirages ont tous amen�es

une boule noire, donc (X > k) = B1 \ : : : \Bn = Bn.
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P (X > n) =
n�1Q
k=0

b+ ka

2b+ ka

3. Si a = 2b, on obtient :

P (X > n) =
n�1Q
k=0

1 + 2k
2 + 2k

=
1:3:5 : : : (2n� 1)
2:4:6 : : : (2n)

=
(2n)!

[2n:n!]2

On peut remarquer que 3 > 2, 5 > 4, : : : , 2n � 1 > 2n � 2, et donc

P (X > n) > 1
2n

.

Or si X admet une esp�erance, on a :

nP (X > n) = nP (X = n+ 1) + nP (X = n+ 2) + � � �
6 (n+ 1)P (X = n+ 1) + (n+ 2)P (X = n+ 2) + � � �

Donc nP (X > n) est inf�erieur au reste d'ordre n d'une s�erie convergente et

a alors pour limite 0, ce qui est contredit par le r�esultat nP (X > n) > 1
2
.

En conclusion X n'a pas d'esp�erance.

Exercice 4.5.

Soit f la fonction d�e�nie par :

f(x) =

Z 1

0

e�xt
p
t
dt

1. Montrer que f est d�e�nie sur R.

2. D�eterminer les variations de f sur R.

3. Calculer

Z 1

0

1
p
t
dt. En d�eduire lim

x!0
f(x).

4. a) Montrer que lim
x!+1

f(x) = 0.

b) D�eterminer un �equivalent simple de f(x) lorsque x tend vers +1.

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est continue sur ]0; 1] et �equivalente au voisinage

de 0 �a 1p
t
; la r�egle de Riemann permet de conclure �a la convergence de

l'int�egrale, et :

f est d�e�nie sur R

2. Si x1 < x2, alors 8 t 2 [0; 1]; e
�x1tp
t
> e�x2tp

t
, et par conservation des

in�egalit�es par int�egration (les bornes sont dans l'ordre croissant) : f(x1) >

f(x2), donc :

f est d�ecroissante sur R
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3.

Z 1

0

dtp
t
=
�
2
p
t
�1
0
= 2.

Lorsque t d�ecrit [0; 1], e�xt varie entre 1 et e�x, donc e�xtp
t

varie entre 1p
t
et

e�xp
t
.

Ainsi f(x) est compris entre 2 et 2:e�x et, par encadrement :

lim
x!0

f(x) = 2

(si on veut �ecrire des in�egalit�es, il faut distinguer selon le signe de x).

4. a) Le changement de variable u = xt donne, pour x > 0 :

f(x) = 1p
x

Z
x

0

e�up
u
du

La convergence de l'int�egrale

Z +1

0

e�up
u
du prouve que lim

x!+1
f(x) = 0.

b) : : : et donne en plus f(x) �
(+1)

1p
x

Z +1

0

e�up
u
du.

Le changement de variable u = x
2

2
donne :Z +1

0

e�up
u
du =

p
2

Z +1

0

e�x
2
=2
dx = 2

p
�

Z +1

0

e�x
2
=2

p
2�

dx =
p
�

(int�egrale de r�ef�erence), soit :

f(x) �
(+1)

q
�

x

Exercice 4.6.

Soit (Xn)n2N� une suite de variables al�eatoires ind�ependantes, de même loi

�a densit�e de fonction de r�epartition F .

On suppose que pour tout x 2 R, F (x) < 1.

Pour x 2 R, on d�e�nit une variable al�eatoire Nx par

Nx = min
�
k 2 N

� j Xk > x
	

1. D�eterminer la loi de Nx ainsi que son esp�erance en fonction de F (x).

2. On note bxc la partie enti�ere du r�eel x. D�eterminer

lim
u!0+

�
1

u

�
ln(1� u)

3. Montrer que

lim
x!+1

P
�
Nx > E(Nx)

�
= e�1
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Solution :

1. Nx est �a valeurs dans N� et pour k 2 N
� , l'�ev�enement (Nx = k) est r�ealis�e

si et seulement si on r�ealise (X1 6 x), (X2 6 x), : : : , (Xk�1 6 x) et (Xk > x).

[Si k = 1 seul subsiste l'�ev�enement (X1 > x)]

Comme les variables en pr�esence sont ind�ependantes et ont toutes la même

loi, il vient, même pour k = 1 :

P (Nx = k) =
�
F (x)

�k�1�
1� F (x)

�
On reconnâ�t : Nx ,! G

�
1� F (x)

�
et E(Nx) =

1
1� F (x)

.

[Notons que le calcul pr�ec�edent montre que Nx est bien une variable

al�eatoire]

2. On a bxc 6 x < bxc+ 1, donc pour x > 1, 1 6 x

bxc
6 1 + 1

bxc .

Ainsi, par encadrement : lim
x!+1

x

bxc
= 1, ou : bxc �

(+1)
x.

D'o�u :
j
1
u

k
ln(1� u) �

(0+)

1
u
(�u), soit :

lim
u!0+

j
1
u

k
ln(1� u) = �1.

3. ? Pour tout n de N� , on a P (Nx > n) =
�
F (x)

�n
(car cela signi�e que les

n premi�eres variables Xk ont pris chacune une valeur inf�erieure ou �egale �a

x).

? Nx ne prenant que des valeurs enti�eres, on a :

P
�
Nx > E(Nx)

�
= P

�
Nx >

� 1
1� F (x)

��
=
�
F (x)

�b 1
1� F (x)

c

= exp
�� 1
1� F (x)

�
ln
�
1� (1� F (x))

��
.

Comme lim
x!+1

[1�F (x)] = 0, le r�esultat de la question 2. donne, par continuit�e

de la fonction exponentielle :

lim
x!+1

P
�
Nx > E(Nx)

�
= e�1

Exercice 4.7.

Soit fn la fonction de R dans R d�e�nie, pour tout n 2 N par :

fn(x) = (sinx):e�nx

1. Pour quelles valeurs de n l'int�egrale In =

Z +1

0

fn(x) dx converge-t-elle ?

2. Calculer In pour n > 1 et en d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral In est

convergente.
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3. a) Montrer que

Z +1

0

sinx

ex � 1
dx est convergente. On note I sa valeur.

b) Montrer que lim
n!+1

Z +1

0

sin t
et � 1

e�nt dt = 0.

c) En d�eduire que I =
+1P
n=1

1
n
2 + 1

.

Solution :

1. L'int�egrale d�e�nissant In est impropre pour la borne +1.

? On a f0(x) = sinx et l'int�egrale

Z +1

0

sinx dx est �evidemment divergente.

? Pour n > 1, on a jfn(x)j 6 e�nx et la convergence de l'int�egraleZ +1

0

e�nxdx montre que In est (absolument) convergente.

In converge () n > 1

2. ? On sait que la fonction x 7! e�nx sinx admet une primitive sur R de la

forme x 7! e�nx(a cosx+ b sinx).

En d�erivant et en identi�ant, on trouve a = � 1
1 + n

2 et b = � n

1 + n
2 , d'o�u :Z X

0

fn(x) dx =
h
� e�nx

� 1
1 + n

2 cosx+
n

1 + n
2 sinx

�iX
0

= 1
1 + n

2 � e�nX
� 1
1 + n

2 cosX + n

1 + n
2 sinX

�
et, en passant �a la limite lorsque X tend vers +1 :

8n 2 N� ; In = 1
1 + n

2 .

? Comme 0 6 In <
1
n
2 , la r�egle de Riemann montre que

P
n>1

In est une s�erie

convergente.

3. a) On a sinx
ex � 1

�
(0)

x

x
= 1, donc la fonction �a int�egrer se prolonge par

continuit�e en 0 et �etant continue sur R�+ , il ne reste �a r�egler que le probl�eme

pour la borne in�nie.

Pour tout x > 0,
�� sinx
ex � 1

�� 6 1
ex � 1

�
(+1)

e�x. La convergence de

Z +1

1

e�xdx

prouve la convergence absolue, donc la convergence, de

Z +1

1

sinx
ex � 1

dx :

I existe

b) La fonction t 7!
�� sin t
et � 1

��, prolong�ee par 0 7! 1, est continue sur R+ et

de limite nulle en +1. Par cons�equent cette fonction est born�ee sur R+ , et
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si on pose M = sup
R+

�� sin t
et � 1

��, on a :
�� sin t
et � 1

e�nt
�� 6 M:e�nt, ce qui prouve,

d'une part que l'int�egrale propos�ee est (absolument) convergente, et d'autre

part que l'on a :��Z +1

0

sin t
et � 1

e�nt dt
�� 6 Z +1

0

M:e�ntdt = M

n
�!
n!1

0

c) Par lin�earit�e de l'int�egration pour les int�egrales convergentes, on a :

I1 + I2 + � � �+ In =

Z +1

0

sinx
�
e�x + e�2x + � � �+ e�nx

�
dx

Pour x > 0, nous sommes en pr�esence de la somme de termes cons�ecutifs

d'une suite g�eom�etrique de raison di��erente de 1, donc :

sinx
�
e�x + e�2x + � � �+ e�nx

�
= sinx�e�x 1� e�nx

1� e�x
= sinx

ex � 1
(1� e�nx)

et ce r�esultat est encore valable pour x = 0, en convenant de prolonger par

continuit�e.

Ainsi, toujours par lin�earit�e de l'int�egration, dans le cas de la convergence :

nP
k=1

1
k
2 + 1

=
nP

k=1

Ik =

Z +1

0

sinx
ex � 1

dx�
Z +1

0

sinx
ex � 1

e�nxdx.

et en passant �a la limite :

I =

Z +1

0

sinx
ex � 1

dx =
1P
k=1

1
k
2 + 1

Exercice 4.8.

Un joueur joue au casino une succession de parties ind�ependantes ; �a chaque

partie, la probabilit�e qu'il a de gagner un euro est �egale �a q et celle de perdre

un euro est �egale �a r = 1� q.

Au d�epart le joueur a une cagnotte de k euros.

Soit N un nombre entier strictement sup�erieur �a k.

1. Le jeu s'arrête d�es que le joueur est ruin�e ou d�es qu'il a en sa possession

la somme de N euros. On note pk la probabilit�e que le joueur �nisse ruin�e

(noter que pk d�epend aussi de N et de q).

a) Que vaut p0 ? Que vaut pN ?

b) D�eterminer une relation entre pk�1; pk et pk+1, pour k compris entre 1

et N � 1.

c) En d�eduire pk en fonction de k (et de N).

On sera amen�e �a distinguer deux cas : q = 1
2
et q 6= 1

2
.

2. Saisi par le d�emon du jeu, le joueur oublie sa d�ecision de s'arrêter d�es qu'il

poss�ede N euros.

Quelle est la probabilit�e qu'il �nisse ruin�e ?
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Solution :

1. a) ? p0 = 1 : le joueur a une cagnotte initiale de 0 euro, donc il est ruin�e

avant même de jouer.

? pN = 0 : si au d�epart le joueur dispose de N euros, il ne joue pas, donc

il ne peut pas être ruin�e.

b) Comme k 2 [[1; N � 1]], le joueur joue au moins une fois, et on �etablit

une relation de r�ecurrence, en conditionnant par le r�esultat de la premi�ere

partie.

Soit B = hh le joueur perd la premi�ere partie ii et Ak = hh le joueur �nit ruin�e

avec une fortune initiale de k euros ii.

On a : P (Ak) = P (Ak=B)P (B) + P (Ak=B)P (B).

Ce qui donne :

pk = pk�1(1� q) + pk+1q

En e�et, si le joueur perd la premi�ere partie, tout se passe alors comme

si il commen�cait �a joueur avec une fortune initiale de k � 1 euros, donc

P (Ak=B) = pk�1. On a de même P (Ak=B) = pk+1.

c) On a a�aire �a une suite (�nie) v�eri�ant une relation de r�ecurrence lin�eaire

d'ordre 2.

L'�equation caract�eristique de cette r�ecurrence est qx2 � x + 1 � q = 0. Ses

racines sont 1 et � =
1� q

q
= r

q
.

? Si q 6= 1
2
, alors 1� q 6= q et � 6= 1.

Il existe donc � et � r�eels tels que 8 k 2 [[0; N ]]; pk = �:1k + �:�
k ;

les conditions aux limites p0 = 1 et pN = 0 donnent � = �
N

�
N � 1

et

� = 1
1� �

N
, soit :

pk = �
k � �

N

1� �
N

? Si q = 1
2
, 1 est racine double.

Il existe alors � et � r�eels tels que 8 k 2 [[0; N ]]; pk = �+ k�, et les conditions

aux limites donnent :

pk = 1� k

N

2. Pour traduire le fait que le joueur ne s'arrête jamais volontairement, il

su�t de faire tendre N vers l'in�ni.

? Si 1� q > q (i.e. q < 1
2
et le jeu est d�efavorable au joueur), alors � > 1

et pk(N) �
(N!1)

�
N

�
N

= 1, donc lim
N!1

pk(N) = 1 et le joueur est quasi-certain

de se ruiner.
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? Si q = 1
2
, on a encore lim

N!1

pk(N) = 1 et la conclusion est la même.

? Si 1 � q < q (i.e. q > 1
2
et le jeu est favorable au joueur), alors � < 1

et lim
N!1

pk(N) = �
k. Le joueur n'est plus quasi-certain de se ruiner (et la

probabilit�e qu'il se ruine est une fonction d�ecroissante de sa fortune initiale

k).
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