1
OPTION B/L

Exercice 4.1.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n, (n > 2). Soit f un endo-
morphisme de E. On note I ’endomorphisme identité et pour tout j entier
naturel, f7 représente I’endomorphisme de E défini par :

fo=TI, etsij>1,fl=fofi !
On suppose qu’il existe un vecteur x de E tel que :
@) £0, et fM(z) =0
1. Montrer que (z, f(z),..., f" !(z)) est une base de E.
2.Onpose F={g€L(E)| fog=gof}.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de L(E) et qu’une base de F est

(I, f,...,f~ 1.

3. On suppose F = R" muni de sa base canonique B et que la matrice associée
a f dans cette base est

0o 1 0 0

0 0 1 0
A= )

: oo 1

o 0 ... 0 O

Montrer que f vérifie les hypotheses de ’exercice et déterminer F.
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Solution :

n—1
1. Soit (ag,ay,...,a,—1) € R* tel que 3. apf*(z) = 0.
k=0

En appliquant f7*~! il reste agf"~!(z) =0, d’ott ap = 0;

En appliquant maintenant f?~2, il reste a; f"~'(z) =0, d’ott a; = 0;

et ainsi de suite. Donc tous les coefficients sont nuls et la famille est bien
libre. Comme son cardinal est égal & la dimension de ’espace, on a :

(z, f(@),..., f""(x)) est une base de E

2. x F est non vide, car il contient ’endomorphisme nul, f, id, etc. De plus,
en vertu des propriétés des opérations, F est stable par combinaison linéaire.
Donc F est un sous-espace vectoriel de L(E).

x o Clairement id, f, f2,..., f*~! commutent avec f, donc f commute avec
toute combinaison linéaire de ces endomorphismes.

e Soit g qui commute avec f, alors g(z) se décompose sur la base précédente :

Mag,a1,...,a,-1) € R*, g(z) = 1;0 arp f¥(x),
et g commute avec les puissances de f, donc : -
n—1 n—1
g(fP(2)) = fr(g9(x)) = f2( X anf(2)) = ( X arf*)(f7(2))

k=0 k=0

n—1
Ainsi les endomorpismes g et Y ax f* coincident sur la base (:r, flx),..., f”’l(:r)),
k=0
donc sont égaux, ce qui prouve que g € Vect (id, [ f”fl).
n

e Enfin (id, f,..., f*~') est une famille libre, puisque si Y axf* =0, alors
k=0

en particulier > axf*(z) = 0 et on sait que ceci entraine la nullité de tous
k=0

les coeflicients.

Ainsi F = Vect (id, f,..., f"'), la famille (id, f,..., f*~*) est une base de

F.

3.0n a f(en) = en—1, flen—1) = e€n—2,..., f(e2) = er et f(e1) = 0.
Ainsi f vérifie les conditions précédentes avec © = e,,.

Les matrices de f2, f3,... s’obtiennent par simples décalages et F est donc
formé des endomorphismes associés aux matrices de la forme :
Qo ajq a9 o Qp—1
0 a a1 - Gp—2
A=
a1
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Exercice 4.2.

Soit f une application de R dans R, dérivable sur R. On suppose que :
Ve eR, (f()?+ 1+ f(2)? =1

1. Montrer que f est décroissante sur R.

2. Montrer que f admet une limite finie en —oo et en +o0.

3. Montrer qu'’il existe une suite (z,) telle que :

lim =z, =4ocoet lim f'(z,)=0
n—+oo n—-+o0o

4. En déduire f.

Solution :

1. Supposons qu’il existe un point x tel que f'(z) > 0, alors 1+ f'(z) > let la
condition de I’énoncé est impossible. Donc V z, f'(z) < 0 et f est décroissante.

2. La condition de I’énoncé impose d’avoir —1 < f(z) < 1. Ainsi f est
monotone et bornée, donc admet une limite (finie) en —oo et en +oo.

3. Supposons qu’il existe € > 0 pour lequel il existe A tel que x > A implique
f'(z) < —¢, alors pour z > A, il vient en intégrant :

fl@) = f(A) < —e(z - A)

Et alors zgrfoo flz) = —o0, ce qui contredit le résultat de la question
précédente.

Ainsi : Ve > 0,V A,Jz > A, tel que —¢ < f'(z) <0.

Pour e = % et A = n, il existe donc x,, > n tel que —% < f(zn) €0

On a donc bien nEIJIrloo x, = +00 et nkrfm f'(zn) =0.

4. Par la relation de définition : lim f'(z,) =0 = lim f(z,) =0et
n——+00 n—+00
puisque f admet une limite en 400 : lim f(z) =0.
T—+00

Le méme raisonnement que celui fait dans la question précédente montre qu’il
existe une suite (y,) tendant vers —oo et telle que lirf f'(yn) = 0, donc
n—-+0oo

telle que lim f(y,) =0. Ainsi lim f(z)=0.
n—-+o00 T—>—00
La fonction f étant monotone, on en conclut f = 0.
Réciproquement la fonction nulle vérifie évidemment la propriété exigée.

Exercice 4.3.

1. Soit g une application continue de R dans R, périodique de période 2.
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m 2m
Montrer que : / g(t)dt = / g(t)dt
0

—T
s
Pour n € N, on pose I,, = lﬂ/ (cost)™dt et 'on considere I'application f
définie par :

™

Ve € R, f(x) = %/ exp(x cost)dt
-

2. Montrer que f est définie sur R et que c’est une fonction paire.

Dorénavant on considére que z est élément de Rt .

3. Montrer que Vz € R ,Vn e NVt € [ T 71']

exp(z cost) = z z* COS t+Rn(m,t)

ol
400 k
Ru(e,pl< S L
k=n+1 k!
mn+1
Montrer que : |R,(z,t)| < CFSI] exp(z).
4. Montrer que Vz € RT, Vn € N
n+1
[ T
£ () ey el < 1y P
+00 n
En déduire la valeur de ) m—'In.
n=0 T
Solution :
r+27
1. Plus généralement, soit x € Ret h: z — g(t) dt. La fonction h est

dérivable sur R et h'(z) = g(z + 27) — g(x) :IO, donc h est constante et en
particulier h(0) = h(—m).

2. x Pour tout z, la fonction & intégrer est continue sur [—m, 7] et f est bien
définie.
™
*Ona f(—z) = %/ exp(—x cost) dt.
" 2m
Par le changement de variable u =t + 7, f(—z) = % exp(z cosu) du et

en appliquant le résultat précédent : f(—z) = f(x).

3. x Par convergence de la série exponentielle :

k
V(x,t) € R?, exp(x cost) = E z* COS z7cost | E x cc;s ¢
k=0 k=n+1 k
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k "
et, pour z > 0, |Rn(,t)| = | E :nco'sts 3 x—':R%
nr1 K k=nt1 k!
nt1 2 3

R = 1 x z ).
R s T S o Al T [ T R e ey o R
Orn+221, (n+2)(n+3) > 2! ...Par conséquent :
n+1 00 k n+1
R < \ r_ _ _T z
" ( +1) kZO k! (n+1)'e

4. En plaant tout sous la méme intégrale :

n 27
IEEDS 2 < 217r/0 [explacost) = 3 2 costt gy

2T

< 1 n+1 ( )dt n+1
< 5= = ex —L_e”
2w Jo (n+1)! e (n+1)!
n+1
Or lim ——— = 0 (il s’agit méme du terme général d’une série conver-
n—o0o (n + 1)'
gente) et donc, par encadrement :
ok
f@)= 3 L,
k=0 M-

Exercice 4.4.

1. Pour (n,p) € N x N*, on pose

—+o0
I,,= / t" exp(—pt) dt
1

a) Montrer que ces intégrales convergent.

b) Déterminer une relation entre I, , et I,_1 , et en déduire I,, ;, en fonction
de n et p.
0 sit<0
Mte ™ sit>0
Vérifier que f est une densité de probabilité d’une variable aléatoire X et
donner sa fonction de répartition.

2) Soit A > 0, on pose f(t) = {

Un appareil posseéde n composants (n € N*). Chacun des composants a une
durée de vie donnée par une variable aléatoire dont f est une densité. On
supposera, ces variables indépendantes.

3. Lappareil tombe en panne dés que 'un (au moins) de ses composants
tombe en panne (montage en série). Soit Y la variable aléatoire égale a la
durée de vie de ’appareil.

Exprimer 'espérance E(Y) de Y, en fonction des intégrales de la question 1.

Solution :
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1. a) La fonction & intégrer est continue sur [1, +oo[ et pour n € Net p € N*,

ona 1121 t2.t"e P! = 0. La regle de Riemann donne alors la convergence de
—+00

I’intégrale proposée.

X X
-p
En intégrant par parties : / tneptdp = X o—pX _ +ﬂ/ tn—lePt 4t
) p T .

et en passant a la limite lorsque X tend vers +o0 :

Vn lI’pZT—F In 1,p

-p
Posons alors u,, = M, on obtient : u,, = &— 14 lun 1. Ainsi :
n! P n!
_e?1 1
n =T Tptn
-p
up =0 —L 41,

P (n—1! P

e 1 1

L (5% = T F + ’LL
On multiplie alors la deuxieme relation par 1_7’ la troisieme par %, ...puis
p
Pui e i1 vient e ? f: 1 soit
on somme. Puisque ug = =—, il vient : u,, = =—
q 0 P n » k:opk(n_k)',
n
k! ok
I7 E _k n
k=0 D
+00
2. La fonction f est continue sur R, positive. On vérifie que f)dt =1,
— 00

ce qui résultera d’ailleurs du calcul suivant.
En intégrant par parties dans le cas > 0, on obtient :
Fx(z)=0,siz<0et Fx(z)=1—e"? — Aze™** siz > 0.

3. 0n a Y(Q2) = Rt et pour z > 0, les variables X; étant indépendantes de
méme loi que X : P(Y > z) = P( ﬂ(X > z)) = [P(X > z)]". D’ou :

P(Y <zx)= 1 — (1-Fx(2))"
Par dérivation, on en déduit une densité fy de Y :
<0, fy(z)=0et Vo >0, fy(z) = nf(z)(1 — Fx(z))
Soit : Vo > 0, fy (z) = nA\2z.e 2% (Azx + 1)" L.

La convergence de 'intégrale étant évidente, on a :

n—1

+oo
E(Y) = / nA2z2.e e (\x + 1) du,
0

et en effectuant le changement de variable u = Az + 1 :
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+oo
EY) = nAe”/ (u™tt —2u™ +u e ™ du, d.e. :
1
E(Y) = nAen(In+1,n — QIn,n + In—l,n)

Exercice 4.5.

On considére une urne contenant N boules indiscernables au toucher,
numérotées 1,2, ..., N, avec N € N*. On effectue dans cette urne des tirages
d’une boule avec remise a chaque fois de la boule tirée. Soit 7 € [1, N]. On
choisit r numéros entre 1 et IV et l'on note Y, la variable aléatoire égale
au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiere fois, les r
numéros choisis.

1. Dans cette question, r = 1. Déterminer la loi de Y;, son espérance et sa
variance.

2. Dans cette question,r = 2. Déterminer la loi de Y3, son espérance (on
vérifiera que la somme des probabilités vaut 1).
3. Désormais, r est quelconque.

a) Déterminer Y,.(Q).

b) Calculer P(Y, =r).

c) Déterminer I’espérance de Y.

Solution :

1. Y7 suit la loi géométrique de parametre %, donc :

E(Y])=Net V(Y;) = N(N —1).

2. On a Y2(Q) = [2, +oo[. Soit alors n > 2; I’événement (Y3 = n) est réalisé
si on obtient un des deux numéros choisis & un certain rang k compris entre
1 et n — 1, puis le deuxiéme numéro choisi au n-iéme tirage. Ainsi les tirages
dont le rang est compris entre 1 et kK —1 (8’il y en a) ameénent 'un des N — 2
autres numéros, le k-ieme tirage amene 'un des deux numéros choisis, les
tirages de rang compris entre k + 1 et n — 1 (s’il y en a) n’aménent pas
I’autre numéro choisi et le n-iéme tirage amene "autre numéro choisi. Bref,
par équiprobabilité de toutes les listes de tirages :

n—1
= L s (v -2tV — 1yt
N k=1

2N —2)"2nsl Ny 1 k-1
- N™” kzl ( N )
Par l'identité géométrique, on en déduit, apres simplification :

Vn > 2,P(Y2 = n) — %((%)nfl _ (N]\—] 2)n71)

P(Yz = n)
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Remarque : On aurait aussi pu calculer P(Y2 > n), pour en déduire la loi de
Y, par différence . ..

Par sommation de séries géométriques convergentes :

& 2 1 1 2 N
EP(Y2:n): (I_Nfl_l_N72): (N— ):]_
n=2 N N

3. a) Y, (Q) = [r, +ool.

b) (Y, = r) est réalisé si et seulement si les r premiers tirages amenent les
r numéros choisis, mais dans un ordre quelconque, donc :

— ) — !
P(YI" - T) - N’l“

c) Pour i € [2,r], notons X; la variable aléatoire qui mesure le nombre de
tirages juste nécessaires pour obtenir un ¢-ieme numéro choisi, apres en avoir
déja obtenu ¢ — 1, et X; la variable aléatoire qui mesure le nombre de tirages
juste nécessaires pour obtenir un premier numéro choisi.

OnaY, =X; + X5+ ---+ X, et pour tout ¢, X; suit la loi géométrique de
r—i+1

parametre N d’ou :

-yl 1 . .1

E(Yr)_N(T p— +2+1)
Exercice 4.6.
On considere "application f définie par :
A
VteR, f(t) = ——
1) et +et

ou A est une constante réelle.
1. Déterminer A pour que f soit une densité de probabilité.

2. On suppose que A a la valeur trouvée précédemment et on considere une
variable aléatoire X admettant f pour densité. Montrer que X admet des
moments a tous les ordres.

+oo t2n
3. Pour n € N, on pose I,, = / ——— dt.
o et+et
Montrer que
N +oo
VNeNI, =Y (—1)’“/ t2re~ (Dt 4 Ry
k=0 0

avec
+oo $2ne—(2N+3)t

14+ e—2t

Ry = (_1)N+1/0

4. Montrer que lim Ry = 0, et en déduire une expression de I, sous forme
N—+oco

de série.
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Solution :
1. f est continue sur R, paire , positive si A > 0 et en écrivant f(t) =

; X
A 2te+ T il vient : / f(t)dt = A(Arctan(e®*)—Arctan1) = A(Arctan(e?X)—
€ 0

7

1)
Or lim Arctan(e?X) = T ce qui prouve que I'intégrale de f sur R* est
X —+o00 2
+oo
convergente, avec fit)ydt = A%.
0

+00
Bref, par parité f@)dt = A% et f est une densité de probabilité pour

— 00
A=2

=

2. Par négligeabilité classique et parité : . liim t2.t" f(t) = 0, ce qui prouve que
—+oo

I’intégrale définissant le moment d’ordre n de X est absolument convergente.
Donc X admet des moments de tous ordres (et par parité les moments d’ordre
impair sont nuls).

1 et ” S ST . —2¢
3. = et par l'identité géométrique (la raison valant —e™=",
el +et 1+e 2 P & que (

donc étant différente de 1) :

N _2(N41)t
1 _ o2kt N+1€
=3 (-1 -1 e 7
I4e* kz::o( o+ (=1 T+e 2t
2n N (—1)NH1e=(N+3)t2n
Ainsi : 11— = S (=1)kg2ne— k1)t 4
el +e? k:O( ) 1+o 2

Toutes les intégrales écrites étant convergentes, par négligeabilité classique,
on en déduit :

N +00
VNeNI, =Y (—1)’“/ t2re~ kDt 4 Ry
avec : k=0 0
T on_ —(2N+3)t
Ry = (=1 N+1/ t“e
N =(-1) . 1io T
4.0n a:
+o0 “+oo
|RN| < / t2ne= (BN+3)t — / e~ N+t g (1) dt, avec : g(t) = t*"e~?.
0 0

La fonction g est positive, continue sur R, de limite nulle en 400, donc est
bornée

+o00
sur Rt et si on note M = sup g, alors |[Ry| < M e~ N+t gy — M
U ; N +2

Ceci montre que lim Ry = 0 et donc :
N—o0
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(oo}

+o0
I, = Z (_l)k/ t2ne7(2k+1)tdt
k=0 0

Notons que le changement de variable u = (2k + 1)t donne :

/+Oot2ne(2k+1)tdt _ 1 /%Ouz”e“du _ (2n)!
0 k1), @R+

ce qui permet d’écrire I,, comme somme d’une série numérique explicite.

Exercice 4.7.

Soit A la matrice définie par A = <_11 3(/)4>.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A
est—elle diagonalisable 7

2. Calculer A™, pour tout n entier naturel.

3. Montrer que l'inverse A~! de A existe, et calculer A~", pour tout n entier
naturel.

4. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. On note p, = P(X = n).
On suppose que pour tout n € N : ppyo = —ppy1 + %pn.

Déterminer 'expression de p, en fonction de n, et reconnaitre la loi suivie
par X.

5. Soient f et g les fonctions définies par
flz) =6.e737/2 4 2.6, glz) = —3.e737/2 4 3.7
a) Exprimer les dérivées f’ et ¢’ en fonction de f et g.

b) Comment déterminer une fonction F, combinaison linéaire de f et g,
telle que la dérivée 2002°"¢ de F' soit f 7

Solution :
1. Les valeurs propres de A sont —3/2 et 1/2 et :
—3/2 1/2
E_3/5(A) = Vect 1 ; By js(A) = Vect 1

Comme A est carrée d’ordre 2 et admet deux valeurs propres, A est diagonal-
isable. Plus précisément si P = <_3/2 1/2>, alors P! = <_1/2 1/4>

1 1 1/2  3/4
et :
1 - _(-3/2 0
P AP—D—< 0 1/2

2. Pour n € N*, A" = PD"P~!, ce qui conduit  :
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1 —D" 3ynt1 3 —1)" (3ynt1
o (TSRO S-SR
a 1 _(—1)"(§)n 3 +(—1)"(§)"
gn+l 2 \2 gn+t2 4 \2

3. Comme 0 n’est pas valeur propre de A, A est inversible et le calcul précédent
est valable pour n € 7Z.

n
X, = A" X, et on pourrait achever le calcul matriciellement, ce qui prouve
que p, est combinaison linéaire de (%)n et (—%)n A\ p) € R,p, =
1\» 3\n
A(5)" +u(=5)"
On peut calculer A et u en fonction de py et p; (ce que 'on peut aussi voir

directement en étudiant la récurrence linéaire d’ordre 2 de définition).

4. Soit X,, = (p"+1> ; la relation de récurrence s’écrit X,,41 = AX,, d’ou

Il vaut mieux remarquer qu’une probabilité devant étre toujours comprise
entre 0 et 1, on a nécessairement y = 0, d’out p,, = )\(%)n, et la somme des

probabilités valant 1, on a A = % :VneNP(X =n) = (%)nH.
Ainsi, X + 1 suit la loi géométrique de parametre %

5. a) Ona:f’:—f+getg’:%f,soit <£,I> :A(g).

Ainsi (g) = A?2002 4—2002 (g) On peut donc choisir pour fonction F' le
f

premier élément de la matrice A~2002 (g , ce qui conduit 3 :

F= 22000[(1 + ﬁ)f + %(1 - 32%)9]

Exercice 4.8.

E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie et f et g sont deux
applications linéaires de E dans F'.

On rappelle que le rang d’une application linéaire u, noté rg(u), est la
dimension de son image Im(u).
1. a) Montrer que Im(f + ¢g) C Im(f) + Im(g). En déduire que :
rg(f +g) <rg(f) +rglg)

b) Montrer que |rg(f) —rg(g)| < rg(f + 9).
2. Dans cette question, on suppose que I'on a E = F et que f et g sont tels
que :

Im(f) + Im(g) = Ker(f) + Ker(g) = E
a) Montrer que Im(f) NIm(g) = Ker(f) N Ker(g) = {0}.
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b) En déduire que Im(f) et Im(g) sont supplémentaires dans E, ainsi que
Ker(f) et Ker(g).

c) En conclure que rg(f + g) = rg(f) + rg(g).

Solution :

1. a) Soit € Im(f + g), il existe z € E tel que x = (f + ¢)(2) = f(2) + g(2).
Or f(z) € Im f et g(z) € Img, donc z € Im f 4+ Im g, ce qui donne I'inclusion
voulue.
D’ou :
rg(f +g) = dimIm(f + ¢g) < dim(Im f + Im g)
< dimIm f 4+ dimIm g — dim(Im f N Im g)
<dimIm f+dimImg =rgf +rgg

b) On a f = (f +g) + (—g), donc : rgf < rg(f + g) + rg(—g) =
rg(f +g) +rg(g).
De méme g = (f +g) + (—f), et : rgg < rg(f + g) +rg(f).
Ainsi rg f —rgg <rg(f +g) et rgg —rg f <1g(f +g), soit :
|rg f —rggl <rg(f +9)

2. Notons n = dim E. Le théoréme du rang permet d’écrire :
dimIm f + dimKer f =n (1); dimImg+ dimKerg=n (2)
dimIm(f + g) + dimKer(f +g) =n (3)
Et les hypotheses donnent :
dimIm f + dimImg — dim(Im f NImg) =n (4)
dim Ker f + dim Ker g — dim(Ker f N Kerg) =n  (5)
a) En faisant (1) + (2) — (4) — (5), il vient :
dim(Im f NIm g) + dim(Ker f N Kerg) =0
Dot : Im f NImg = Ker f N Kerg = {0}
b) Donc Im f N Img = {0} et par (4) dimIm f + dimImg = n, ce qui
prouve que Im f et Im g sont supplémentaires dans E.
De méme Ker f N Kerg = {0} et (5) montrent que Ker f et Kerg sont
supplémentaires dans F.

c) Le premier résultat de la question b) montre que rg f +rgg = n. Il reste
donc & montrer que rg(f +g) = n, i.e. que f + g est surjectif, ce qui équivaut
a dire que f + g est injectif (f + g est un endomorphisme de E qui est de
dimension finie).

Soit € Ker(f + g). On a donc g(x) = —f(z).

Or f(z) € Im f, donc g(z) € Im f NIm g et g(x) = 0.

Par conséquent g(z) = f(x) =0 et z € Ker f NKerg, soit z = 0.

Ainsi f 4 g est bien injectif, donc surjectif et rg(f + g) = n, ce qu’il fallait
démontrer.
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