4
OPTION B/L

Exercice 1.

On définit une suite (f,,) de fonctions sur Dintervalle [0, %] par :
vz € [0, %],fo(a:) =0

et pour tout n € N :

Ve 0.5 funl) = [ 0+ 20

1. a) Montrer que pour tout z € [0, %] fixé, la suite de réels (fn(x))n est
positive et croissante.

b) Montrer que pour tout = € [0, %] fixé, la suite de réels (fn(a:))n est
majorée par le réel tan(z).

¢) En déduire que pour tout z € [0, %] fixé, la suite de réels (fn(z)), est
convergente. On note f(z) sa limite. On définit ainsi une fonction f sur
I’intervalle [0, %]

2. a) Montrer que pour tout n € N, f,, est une fonction polynomiale dont on
donnera le degré en fonction de n.

b) Déterminer, pour tout n € N*, le terme de plus bas degré de f,.
c) Calculer f;(0) et f//(0).

3. Montrer que pour tout n € N, pour tout z € [0, 1], on a:

0< frlr) <2

En déduire que f est continue sur [0, X].

4
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Solution :

1l.a) On a: fo(z) =0et fi(z) =z, donc Va € [0,7/4],0 < fo(z) < fi(x).
Supposons que pour un certain rang n, on a : Vz € [0,7/4],0 < fn_1(z) <
fn(x), alors :
Vz €[0,7/4],0
Va €[0,7/4],0

b) On aVz € [0,7/4], fo(z) < tanz, et si pour un certain rang n, on a :
Va e [0,7/4], fo(z) < tanz, alors :
€T

/z(l + f2 () dt < /m(l + f2(t)) dt, c’est-a-dire :
0

(
fn(@) < far1(x). On conclut par le principe de récurrence.

N IN

Va e [0,7/4], far1(z) < / (1 +tan?t)dt = tanz. On conclut encore par le
0

principe de récurrence.

c) La suite (fn(a;))nEN est croissante et majorée, donc est convergente.

2. a) fo est une fonction polynomiale (de degré —oo), fi est polynomiale
de degré 1 et si on suppose que pour un certain rang n, f, est polynomiale
de degré d,, alors 1+ f2 est polynomiale de degré 2d,, et la primitive nulle
en 0 de cette fonction, qui n’est autre que f, 11, est polynomiale de degré
dn+1 - 2dn + ].

* Par récurrence : ‘Vn, fn est polynomiale‘

* La suite (d)n>1 est arithmético-géométrique et dp,11+1 = 2(d,+1) donne :
|VneN,d, =2"—1]
b) On a f,(0) = 0, donc f, est de la forme zQ.,,(z), ou @), est polynomiale.

On en déduit que f,4+1 est la primitive nulle en 0 de z — 1+ 22Q? (), donc
est de la forme z — = + 3R, (), ot R,, est polynomiale :

‘VnEN*,fn(x):x+anx3+---‘

¢) Donc : [Vn e, £,(0) =1, £11(0) = 0|

3.Vn > 1L,Va € [0,m/4], fi(x) =1+ f2_(z) et 0 < fo1(z) < tanz < 1,
donc :

(Vn>1,Yze0,7/4,0< fi(x) < 2]

n

Le résultat étant banalement vrai pour n = 0.
Par I'inégalité des accroissements finis, on a donc :
Vn>1,Va,y€l0,7/4],[fn(z) — fuly)] < 2[z —y|
et, par passage a la limite lorsque n tend vers Uinfini :
Va,y €[0,7/4],|f(x) = f(y)] < 2|z -yl
Ainsi f est 2-lipschitzienne, donc continue.
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Exercice 2.

On note E = M»(R) l’espace vectoriel des matrices d’ordre 2 a coefficients
réels.

On pose :

10 0 1 00 00
w=(o0) w=(00) =1 0) m=(Y)

1. Montrer rapidement que (M, My, Ms, M4) forme une base de E.

. 1 2
Soit A = <0 2).

2. Soit T Dapplication définie sur E par, pour tout M € E : T(M) =
AM — MA

a) Montrer que T est un endomorphisme de E.

b) Déterminer une base de Ker T' et une base de Im T'.

3. a) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

On note P la matrice de passage de la base canonique de R? & une base
de vecteurs propres de A.

b) Calculer T(PM;P~ 1), pour i € {1,2,3,4}.
En déduire que T est diagonalisable.

Solution :

d

son linéaire des matrices My, Mo, M3 et My :
A =aM; + bMy + cMs + dM,
Donc (My, My, M3, My) est une base de Ms(R).
2. a) T est bien une application de M3(R) dans My (R).
Pour toutes matrices et tout scalaire :
T(M+AN)=AM+AN)— (M +IN)A=AM — MA+ X(AN — NA)
=T(M)+ \XT(N)

T e ﬁ(Mz(]R))

1.A= <Z b € M5 (R) s’écrit d’une faon et d’une seule comme combinai-

a

b)PourM:<c 2¢ 2d—2a—b>'

b
d),onaAM—MA_<c _9e

* M € Ker(T) <= c=0¢et b=2(d— a), Ker(T) est donc ’espace vectoriel

des matrices de la forme <8 Z(dd_ a) )
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On peut choisir pour base de Ker(T'), par exemple la famille (7, A).
@ ce sous-espace est

“9¢ )’ P

de dimension 2 et on peut choisir comme base de cet espace la famille

( 2 0 01 )
1 =2/)°\0 0
3. a) La matrice A est trigonale supérieure, ses valeurs propres sont donc en
évidence et Spec(4) = {1,2}.
La matrice A est carrée d’ordre deux et admet deux valeurs propres : elle est

diagonalisable.
b) Il existe donc une matrice P € GLy(R) telle que P™'AP = D =

* Im(T') est formé des matrices de la forme <QCC

0 2
T(PM;P~') = APM;P~! — PM;P~'A = PDM;P~! — PM;DP~
= P(DM; — M;D)P~".

<1 0) (il n’est pas nécessaire de déterminer explicitement P).

OrsiM:(i Z),onaDM—MDz( _>etd0nc
DM, — M;D =0 T(PM ) =
DMs — MyD = — M, ie T(P ):—PMQP_
DMs; — MsD =M; ~ T(PM. ):P MyP—1
DMy — MyD =0 T(PM. )

Enfin, les quatre matrices PM,P~!, PM>P~! ,PM3P ,PM4P*1 forment
une famille libre de M»(R), puisque :
4 4
Z/\ZPMZ.P*l:0<:>P(Z/\ZM1)P71:O<:> Z/\ZMzZO
i=1 i=1 i=1
Ce qui impose la nullité des coefficients A;.

On vient donc de déterminer une base de M2 (R) formée de vecteurs propres
pour T et T est diagonalisable.

Exercice 3.

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace proba-
bilisé, indépendantes, et suivant toutes deux la loi géométrique de parametre
p avec p € 10, 1].

Onpose D=Y —XsiY > X et D =0 sinon.

1. Donner la loi de D.

2. Montrer que D admet une espérance et donner sa valeur en fonction de p.

Solution :
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1. D prend ses valeurs dans N, et par balayage des cas possibles et
indépendance des variables aléatoires X et Y :

o) o0
*VkeN P(D=k)=>Y> P(X =)P(Y =k+i) = pgtpgtti-t
=1 =1

(3

O 2 k k
Vke N, P(D=k) = p*q* 2vi-1 _ P ¢ _ Pd
( ) pq;(q) i e
0 k
sDot:P(D=0)=1— 5 P _q_ pg _ 1
on ) k§11+q I+q¢)(1—¢q) 1+g¢

2. Sous réserve de convergence :

E(D) = gjo kP(D = k) = gjl KP(D = k) = L4 3 kb1

B 1 + q k=1
On reconnait une série de référence convergente, donc D a une espérance et :
E(D) = P4 1 — q
(D) 1+q (1-¢)?% p(l+9)

Exercice 4.

Soit:E:{AEMﬂ]R)/Az(Z _ba> aveca2+bc>0}

1. E est-il un sous-espace vectoriel de My (R) ?

Dans toute la suite de ’exercice, A est un élément de E.
2. Pour tout n € N, calculer A™.

3. On considere les sommes :
n 2k+1 n 2k
A A
Si = S et Sy = =
' kz=:0 (2k + 1)! * T 0 (2k)!
a) Montrer, en les déterminant, qu’il existe deux matrices X et Y de M (R)
et deux suites numériques (a,) et (b,) telles que :
Sl = anX et 52 = bnY

b) Calculer lim a, et lm b,.
n—-+4o0o n—-4o0o

4. Montrer que la matrice A est diagonalisable et déterminer ses valeurs
propres (on pourra utiliser 'expression trouvée pour A?).

Solution :

1. E ne contient pas la matrice nulle, donc n’est pas un espace vectoriel.

2. 51 A = (Z _ba>, alors A? = ((12 + be) <(1) (1)> = (a2 + be)l, et, par

récurrence, pour tout n de N :
‘AZ” = (a® + be)" Iy ; A" = (a? + bc)”A‘
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e a2 (a® +bo)k & (@ +be)k
3.a) Dou: S = (kgo s JA et Sy = (kgo R )1
& (@ +be)k & (a® 4 be) _
AIHSI'an_k§0m7X_A,bn_k§0 (2]{?)' ,Y—I
. p = €T N = (—1)k$k
b) On sait que pour tout réel z, on a: ) o7 =e”, dou: ) ~—7— =
K=o k! = K
e~ % et, par somme et différence :
0 $2k . ez _'_efz . 0 mZIchl . ez _ efz
LT 2 I EERDL 2
Posons alors d = v/a? + be, on obtient :
d_ —d d d
: _e t+te " . 1 _e —e
i by = =—o=—; lim an = =7

4. Comme A? = (a® + be)ly, si A est valeur propre de A, alors A\? = a? + be.
Les valeurs propres possibles de A sont donc d et —d.

o () () (B

Comme (a — d)(—a — d) — bc = —a® — bc + d* = 0, les deux équations sont
proportionnelles et d est effectivement valeur propre.

* On montre de la méme faon que —d est valeur propre et A est une matrice
carrée d’ordre 2 ayant deux valeurs propres distinctes, donc est diagonalisable.

Exercice 5.

On considére p (p > 2) boites By, Bs,...Bp. On sait que I'une d’entre elles
contient un objet 0. On ouvre successivement, au hasard, les boites jusqu’a
savoir dans laquelle se trouve O.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boites ouvertes.

Déterminer la loi de X ainsi que ses deux premiers moments.

Solution :

Il convient de faire attention aux termes de I’énoncé : on veut savoir ou est
Pobjet et le nombre de boites que I'on peut avoir & ouvrir varie de 1 (si objet
est localisé immédiatement) & p — 1 (si les (p — 1) premieres boites ouvertes
sont vides, on sait ou est 'objet !).

Ainsi X(Q) C [1,p — 1] et méme X(Q2) = [1,p — 1], puisque toutes les
situations intermédiaires sont possibles.

*P(X=1)= % (succes des la premiére ouverture).
* P(X =2) = 1%1 xﬁ = 113 (le premier essai est un échec et le deuxiéme
amene le succes).
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* P(X =3) = p; 1 ><p — % o l 5 = (deux échecs, puis le succes).

* Plus généralement Vk €fl,p- 2]],P( =k)==

* Enfin, P(X =p—1) = 1—p¥2p( =k) :]%

On en déduit : E(X) = S k.P(X =k) = % zj +(p— )%
B(x) = 2+ 2%1() 1)

Puis B(X?) = SR P(X =k) = 1 ; +(p—1)2

et sachant que 37 2 = 20F 1)6(2 nt1)

i=1

E(XZ) — (p — 1)(2%;+ 2p — 3)

La variance s’en déduirait, par la formule de Koenig : V(X) = E(X?) —

[E(X)P.

Exercice 6.

w/2

(cosz)" da

Pour tout n € N, on pose : I, = / Sna

w/6
1. Montrer que lim I, =0.
n——+oo

2. La série de terme général I,, est—elle convergente ?

3. Etablir une relation de récurrence entre I,, et I,,4», pour n € N.

. "’olﬁ%
4. Endedulre.k§12k(2) .

Solution :
1. La fonction & intégrer est définie et continue sur le segment d’intégration :

il n’y a pas de probleme d’existence et Vz € [6 2] 0 < cosz < @,sinmz

1
5T

(cosaj)"< ( 3)net:

Par conséquent : 0 < ~—
q S ginz
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Comme 0 < @ <1, lim (73)n = 0 et, par encadrement :
n— o0
lim I,, =0
n—o00

2. De plus, la série de terme général I, est convergente, car il s’agit d’une série
de terme général positif majoré par le terme général d’une série géométrique
convergente.

3. On écrit, pour tout n de N :
w/2 n+2 /2 n(1 _ in2

Lyis = / (cos ) de — / (cosz)™(1 — sin” z) d
w/ T

6 sSinx /6 sSinx

w/2

=1, —/ cos™ x sinz dx
w/6

Cette derniere intégrale se calcule & vue et :

= I, — - (3!

2

Inpo =1, + [n i i cos™ ! x}

[SERVE

4. En ne considérant que les indices impairs, on a donc par sommation :

n n n «
VneN, Y Ly =Y I 1— i(—\f)z’“
k=1 k=1 k=1

N o5~ (/32
et, en simplifiant : kgl 5% (%) =1 — a1

La suite (Is,+1) convergeant vers 0, la série proposée est convergente et :

OOL@%—
2wy =h

—

ol

w/2
Or I = / COST gy — [ln(sin :r;)] =1In2 et finalement :
/e SINT

)2’c =1n2

2
|~

Exercice 7.

Soit (X}) une suite de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace
probabilisé (2, B, P), indépendantes et suivant chacune la loi de Poisson de
parametre A > 0. Pour tout n € N*, on pose :

n

Su=3 Xy
k=1

1. a) Montrer que Ss suit la loi de Poisson de parametre 2.

b) Montrer par récurrence que S, suit la loi de Poisson de parametre nA.

2. Pour n € N tel que n > 2, on pose Y,, = (1 — %)S".

a) Montrer que Y;, est une variable aléatoire discréte a valeurs dans |0, 1].
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b) Déterminer la loi de Y,,, son espérance et sa variance.

¢) En déduire un estimateur sans biais de e™*. Cet estimateur est-il
convergent ?

Solution :

1. a) X; + X, prend ses valeurs dans N et pour tout n de N, on obtient par
disjonction des cas et indépendance de X7 et X5 :

P, =n) = P(U[(X: =) N (X2 =n - k)

k=
2 _
:e Eck/\k)\n k _ n' ()\+)\)n

b) Supposons que pour un certain rang n, S,, < P(n)), alors comme X, 11
est indépendante de X1, ..., X, la variable aléatoire X1 est indépendante

de S, et un calcul du méme type que celui que ’on vient de faire montre que
Sn41 = Sp + Xp41 suit la loi de Poisson de parametre nA+ A. Par le principe
de récurrence :

Vn e N, 5, < P(n))|

2. a) S, prend ses valeurs dans N, donc Y,, prend les valeurs (1 — —) keN

(et deux valeurs distinctes de k donnent deux valeurs distinctes de ( - %) ).
Toutes ces valeurs sont bien strictement positives et inférieures ou égales a 1.

—nA k
. _ 1\ky _ .y __ € n
b)x Ona: P(¥, = (1- 1)) = p(s, = ) = © -0
* Y}, est une variable bornée, donc admet une esperance et :
R Lyke M Om)t oA An=XN* s
E(Y”)_kgo(l n) T Z oo e
E(Y,)=e¢?
* De méme, Y,, a un moment d’ordre 2 et :
—nA k _ Ak
5 2% e An o & (An =20+ 2)
E(Yf):Z(l—l) #:enxz—'n
k=0 n k! k=0 k!

. ‘ A A
Soit : E(Y,2) = e mMet MR = o 2M R et

V(Yn) = B(Y2) = [E(Yp)]? = e (eR — 1)

¢) Comme E(Y,) =e™*, Y, est un estimateur sans biais de e et comme

lim V(Y,) =0, cet estimateur est convergent.
n—oo
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Exercice 8.
Soit n € N* et f,, la fonction définie par :
. 1 $2 "

1. Montrer que pour tout n > 2, il existe un unique z,, dans ]0, 1] tel que
fn(zn) =0.

2. a) Montrer que la suite (z,),>2 est décroissante.

1-t¢
En déduire la limite de la suite (z,)n>2.

b) Montrer que 1+ In(1 — z,) +/ A dt=o.
0

Solution :

1. La fonction f, est dérivable sur [0,1] et f/(z) =1+x+---+ 2" 1 > 0.

Donc la fonction f,, est continue strictement croissante sur [0, 1], avec :
frn(0) =—=1<0et fp(1) >0.

Par le théoreme de la bijection, on en déduit que f, s’annule une fois et une

seule sur ]0, 1[, en un point que ’on note z,,.

" 1 $n+1
2.a) On a fpr1(zn) = fulzy) + nz—l =0+ nz—l > 0.

Or frt1(znt1) =0 et f,41 est également croissante, donc x,, > Z,41 :
La suite (z,) est décroissante et minorée par 0, donc convergente de limite
notée £.

b) Pour ¢ € [0,z,], on a t # 1 et I'identité géométrique donne :

2, . aoqn—1 _1—t"_ 1 ¢
1+t+t°+ +t =T T1-7 1-%

D’ou, en intégrant entre 0 et x,, :

n Ln
0

n 1—¢

Soit : 1+ln(1—mn):—/ ltntdt
, I-

Mais :
mn+1 1

Tn Tn
t" 1 n 1
< < = I <
o< [Mitas T v = T <ty

et comme, par décroissance de la suite (z,), 0 < £ < 1, on obtient par
encadrement :

lim A P

Soit 1+1In(1—¢)=0,d4e. f=1—e"tet:



Option B/L 163

lim z,=1—e"!
n— o0

Exercice 9.

Une machine a sous fonctionne de la faon suivante : lorsque l’on joue 1 euro,
elle rend
« 3 euros avec la probabilité a ;
¢ 2 euros avec la probabilité b;
o 0 euros avec la probabilité c.
Aveca+b+c=1.
Un joueur possede N euros et décide de jouer n fois.
On pose Xg = N et pour tout i tel que 1 < i < n, X; est la variable aléatoire

qui représente la fortune du joueur a l'issue de la :*™° partie.

1. Déterminer la loi de X; et la valeur de E(X}).
2. Déterminer la loi de X5 et la valeur de E(X>).
3. Déterminer, plus généralement, la valeur de E(X}), pour 0 < k < n.

Solution :

1.

X1 N-1 N+1 N +2
P(X, =k) ¢ b a
et E(X1)=N+2a+b—c

2. En listant tous les cas possibles :
Xo— N -2 0 1 2 3 4
P(Xy =N +k) c? 2bc | 2ac | b? 2ab | a?

et BE(X2) = N —2¢® + 2ac+ 2b* + 6ab+ 4a®> = N +2(a+ b+ ¢)(2a + b —¢)
et puisque a+b+c=1:

E(X;)=N+22a+b-c¢)
3. Plus généralement, soit G; le gain de la i™° partie. Pour tout 7, G; a méme
loi que X; — N et E(G;) =2a+b—c.
Comme X = N+ Gy + -+ Gy, il vient :

|E(X)) = N+kQ2a+b-0)|

Exercice 10.

On considere la suite définie par son premier terme wug strictement positif et

la relation de récurrence : pour tout n de N, u,4+1 = 2#
uy, +up +1

1. Vérifier que la suite (u,,)nen est ainsi bien définie.
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2. Montrer que la suite (uy)ren est positive et décroissante. En déduire qu’elle
est convergente et préciser la valeur de sa limite.

3. a) Montrer, par récurrence, que pour tout entier n strictement positif, on
a:0<u, < %

1L _ 1 =1+ ug.
Uk+1 Up

c) Montrer que pour tout entier k strictement positif, on a :
<lIn(k +1) —In(k).

b) Montrer que pour tout entier k on a :

1
kE+1
. v oos o In(n)
d) Quelle est la limite lorsque n tend vers 'infini de = ?

e) En déduire la limite lorsque n tend vers linfini de n.u,,.

Solution :

1. Puisque ug > 0, uy est bien défini et u; > 0. Une récurrence élémentaire
montre que la suite (uy) est bien définie et a valeurs strictements positives.

2. Pour n € N, UZ‘H = — 1
n uy, +up+1

en déduit sa décroissance.
Décroissante et minorée par 0, (u,) converge et sa limite ¢ vérifie £ =
L Qoul=0:

< 1, la suite étant a termes positifs, on

P +i+1
lim u, =0
n— 00
3.a)ug = 420 < %0 — 1 et si pour un certain rang n, u <l,alors:
) u1 u(2)+uO+1 wo p g ns
2
1 n.Uy — U, — 1 nu, —1
U — = < L <0
AT T D tu 1) (Dl 1)

Ainsi la propriété est vraie au rang 1 et est héréditaire, on conclut par le
principe de récurrence :

VnEN*,un<%

2
by L Sl _wptwetl 1 g
Uk41 Up Uk U
1

c) Par décroissance de la fonction ¢ —  sur [k, k + 1], ou par l'inégalité

des accroissements finis :

bl kL )
1n(k+1)—1nk:/k T;/k Y

d) On sait que lim D7 = .
n—roo
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e) Par itération du résultat b), on a :
VnEN",l—l =n+uy+ur+- -+ Up_1
Un Uo
Or:0<u;+us+ -+ tp_1 <1+% +ﬁ <lnn (résultat c))

Par conséquent ul + uo + ur + - + up—1 est négligeable devant n (résultat
0

d)) et ul est équivalent a n, i.e. :
n

lim nu, =1
n—roo

Exercice 11.

On considere une entreprise de 400 salariés. La moyenne et 1’écart-type du
salaire mensuel de tout le personnel sont respectivement = 10000 F et
o(z) = 2000 F. Le salaire le plus bas est 6000 F et le salaire le plus élevé est
30000 F.

A la suite d’une greve, des négociations salariales s’ouvrent. A Tlissue de
celles-ci, le salaire de chaque salarié sera majoré en appliquant la formule
générale suivante : y; = ax; + b, ou :

e le nombre z; représente le salaire du salarié ¢ avant ’augmentation,

e le nombre y; représente le salaire du salarié ¢ apres ’augmentation,

o les coefficients a et b sont a déterminer.

Trois propositions sont sur la table des négociations :

P, : augmenter la masse salariale de 5% tout en laissant inchangée la
dispersion des salaires mesurée par I’écart-type.
P, : augmenter la masse salariale de 5% tout en laissant inchangée la

dispersion relative des salaires mesurée par le coefficient de variation CV =
ecart—type

moyenne

P3 : réduire de 2% la dispersion des salaires mesurée par I’écart-type tout en

augmentant la masse salariale d’'un montant tel qu’aucun salaire ne diminue.
1. Calculer la masse salariale et le coefficient de variation des salaires avant
I’augmentation.

2. Pour chacune des trois propositions en présence :

a) Calculer les parametres a et b & utiliser. (Pour P3 on prendra la plus
petite valeur de b vérifiant toutes les conditions).

b) Calculer la moyenne du nouveau salaire mensuel.

3. Autour de la table de négociations, on trouve trois groupes : des
représentants de la direction, des représentants des cadres et des représentants
des salariés non cadres, chaque groupe ayant formulé une des trois proposi-
tions.
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a) Calculer, en pourcentage, 'augmentation de la masse salariale corre-
spondant & la proposition Pj.

b) Donner ’allure de la représentation graphique, dans un méme repere,
du nouveau salaire y en fonction de ’ancien x pour chacune des propositions.
On s’intéressera uniquement a la position relative de ces droites.

c) Identifier, en utilisant les résultats précédents, de quel groupe émane
chacune des propositions.

Solution :

1. La masse salariale est > z; = n.T = 4000000 et CV = @ =0,2.
2. a) y; = ax; + b donne § = aT + b et o(y) = ac(z) (a > 0).

* Pour P, o(z) = o(y) et § = 1,05.7, soit a = 1 et b =500 :

* Pour P, U(;) = U(yy) = U(;) = sg(f)b < b=0et
Vi

=105 a=105:

T
Yi = 1705"7;1'

* Pour Ps, 0(y) = 0,980(z) <= a = 0,98 et
Vi,0,98%; +b > x; <= b > 0,02.2ax
La plus petite valeur de b qui convient est donc b = 600 et :

\yi =0,98.2; + 600\

\g

b) On obtient :
Pour P, : y =7 4+ 500 = 10500
Pour P, : ¥ = 1,05.2 = 10500
Pour P; : y = 0,98.7 4+ 600 = 10400

3. a) Pour P : %yz = 1,04 <= l'augmentation de la masse salariale est de
Lq
4%.

b) La construction des trois droites est sans probléme et on remarque que :
* Dy et D3 se croisent au point de coordonnées (8571,43;9000), Dy étant
au-dessus de D3 pour x > 8571,43.
* Do et Dy se croisent au point de coordonnées (10000;10500), Do étant
au-dessus de D; pour x > 10000.

c) La proposition P; minimise ’augmentation salariale, donc a strement
été proposée par la direction.
Entre P, et P», les bas salaires sont favorisés par P, et les hauts salaires par
P ..



