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OPTION B/L

Exercice 4-1

Pour x 2 R et n 2 N, on pose : fn(x) =
e�nx

1 + e�x
et un =

Z 1

0

fn(x) dx.

1. Calculer u0; u1, puis, pour n 2 N� , un + un�1.

2. Montrer que la suite (un) est convergente et d�eterminer sa limite.

3. Soit E l'ensemble des fonctions d�e�nies sur R de la forme x 7! a+ b:e�x+

c:e�2x, a; b; c �etant trois param�etres r�eels quelconques.

Montrer que E est un R-espace vectoriel et pr�eciser une base de E.

4. a) A toute fonction g de E, on associe la fonction g1 = '(g) d�e�nie sur R

par :

8x 2 R; g1(x) =
Z 1

0

g(t+ x)

1 + e�t
dt

Montrer que l'application ' ainsi d�e�nie est un endomorphisme de E.

Solution :

1. u0 =

Z 1

0

1
1 + e�x

dx =

Z 1

0

ex

ex + 1
dx =

�
ln(ex + 1)

�1
0
= ln e + 1

2

u1 =

Z 1

0

e�x

1 + e�x
dx =

Z 1

0

�
1� 1

1 + e�x
�
dx = 1� ln e + 1

2
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Pour n � 1, un + un�1 =

Z 1

0

e�nx � e�(n�1)x

1 + e�x
dx =

Z 1

0

e�(n�1)xdx =

1� e1�n

n� 1

2. On a, pour 0 � x � 1, 0 � fn(x) � e�nx, donc 0 � un �
Z 1

0

e�nx dx.

Ainsi : 0 � un � 1
n
(1� e�n) � 1

n
et, par encadrement, lim

n!1

un = 0.

3. Par d�e�nition E est l'espace vectoriel engendr�e par les fonctions e1 : x 7! x,

e2 : x 7! e�x et e3 : x 7! e�2x.

V�eri�ons que (e1; e2; e3) est une famille libre :

Soit (a; b; c) 2 R3 tel que : 8x 2 R; a + b:e�x + c:e�2x = 0.

? La consid�eration de la limite en +1 montre que a = 0 ;

? il reste donc 8x 2 R; b:e�x + c:e�2x = 0. On peut simpli�er par e�x et

la consid�eration de la limite en +1 donne alors b = 0 ;

? il reste 8x 2 R; c:e�2x = 0, d'o�u c = 0.

La famille est bien libre et est donc une base de E.

4. a) Notons g = �e1 + �e2 + 
e3. On a :

8x 2 R; g1 (x) =
Z 1

0

�+ �:e�(t+x) + 
:e�2(t+x)

1 + e�t
dt

= �

Z 1

0

1
1 + e�t

dt+ �:e�x
Z 1

0

e�t

1 + e�t
dt+ 
:e�2x

Z 1

0

e�2t

1 + e�t
dt

= �u0 + �u1:e
�x + 
u2:e

�2x

Par cons�equent : g1 = �u0e1 + �u1e2 + 
u2e3 2 E

De plus l'�ecriture pr�ec�edente montre que ' est lin�eaire (ce qui peut se voir

�egalement par lin�earit�e de l'int�egration), sa matrice relativement �a la base

(e1; e2; e3) �etant :

M =

0
@u0 0 0

0 u1 0

0 0 u2

1
A

Exercice 4-2

Pour tout n 2 N, on pose In =

Z 1

0

[ln(1 + x)]ndx.

1. Calculer I0 et I1 et d�eterminer lim
n!1

In.

2. A l'aide d'une int�egration par parties, �etablir une relation entre In et In+1.

3. En utilisant le r�esultat de la question pr�ec�edente, d�eterminer un �equivalent

simple de In lorsque n tend vers l'in�ni.
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Solution :

1. I0 =

Z 1

0

dx = 1.

Pour calculer I1, e�ectuons une int�egration par parties, en int�egrant x 7! 1

en x 7! 1 + x :

I1 =

Z 1

0

1: ln(1 + x) dx =
�
(1 + x) ln(1 + x)

�1
0
�
Z 1

0

1 + x

1 + x
dx = 2 ln 2� 1.

Pour 0 � x � 1, on a : 0 � ln(1 + x) � ln 2 ( et ln 2 < 1) et donc :

8n 2 N; 0 � In �
Z 1

0

(ln 2)n dx = (ln 2)n

et, par encadrement, lim
n!1

In = 0.

2. Pour n 2 N :

In+1 =

Z 1

0

1:[ln(1 + x)]n+1 dx

=
�
(1 + x)[ln(1 + x)]n+1

�1
0
� (n+ 1)

Z 1

0

[ln(1 + x)]n dx

Soit : 8n 2 N; In+1 = 2(ln 2)n+1 � (n+ 1)In

A�nons alors la majoration obtenue en 1. Pour " strictement compris entre

0 et 1, on peut �ecrire :

In+1 =

Z 1�"

0

[ln(1 + x)]n+1dx+

Z 1

1�"

[ln(1 + x)]n+1 dx

� (1� ")[ln(2� ")]n+1 + "(ln 2)n+1 � [ln(2� ")]n+1 + "(ln 2)n+1

Ainsi :
In+1

(ln 2)n+1
� "+

� ln(2� ")

ln 2

�
n+1

Le majorant a pour limite " lorsque n tend vers l'in�ni, donc pour n assez

grand
In+1

(ln 2)n+1
< 2", ce qui signi�e que lim

n!1

In+1

(ln 2)n+1
= 0.

Or on avait obtenu (n+1)In = 2(ln 2)n+1�In+1 = 2(ln 2)n+1
�
1� In+1

2(ln 2)n+1

�
et on peut donc �ecrire :

(n+ 1)In �
(1)

2(ln 2)n+1, i.e. In �
(1)

2(ln 2)n+1

n

Exercice 4-3

Soit A =

0
@ 1 1 0

1 1 1

0 �1 1

1
A 2M3(R)
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1. D�eterminer les �el�ements propres de la matrice A. La matrice A est-elle

diagonalisable ?

2. Montrer que la matrice A est semblable �a la matrice

0
@ 1 1 0

0 1 1

0 0 1

1
A.

Solution :

1. Par la m�ethode du pivot :

A� �I =

0
@ 1� � 1 0

1 1� � 1

0 �1 1� �

1
A �

0
@ 1 1� � 1

0 �1 1� �

1� � 1 0

1
A

�

0
@ 1 1� � 1

0 �1 1� �

0 2�� �
2

�� 1

1
A

Ainsi A��I est non-inversible si et seulement si (�1)(��1)�(2���2)(1��) =
0, ce qui donne, en factorisant (1� �)3 = 0.

La seule valeur propre de A est donc 1.

Si A �etait diagonalisable elle serait semblable �a I , donc serait �egale �a I , ce

qui est manifestement faux. Bref, A n'est pas diagonalisable.

En�n, A

0
@x

y

z

1
A =

0
@x

y

z

1
A()

(
x+ y = x

x+ y + z = y

�y + z = z

()
n
y = 0

x+ z = 0

Le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre 1 est donc la droite engendr�ee

par le vecteur colonne

0
@ 1

0

�1

1
A.

2. On cherche donc une base (e1; e2; e3) telle que f(e1) = e1, f(e2) = e1 + e2

et f(e3) = e2 + e3, o�u f d�esigne l'endomorphisme canoniquement associ�e �a

A. Nous allons proc�eder matriciellement :

? La question pr�ec�edente montre que l'on peut prendre e1 =

0
@ 1

0

�1

1
A.

? On cherche e2 =

0
@x

y

z

1
A tel que Ae2 =

0
@ 1

0

�1

1
A+ e2, soit :

(
x+ y = 1 + x

x+ y + z = y

�y + z = �1 + z

, ou encore
n
y = 1

z + x = 0
. On peut prendre e2 =

0
@ 0

1

0

1
A.

? On cherche e3 =

0
@x

y

z

1
A tel que Ae2 =

0
@ 0

1

0

1
A+ e3, soit :



Option B/L 165

(
x+ y = x

x+ y + z = 1 + y

�y + z = z

, ou encore
n
y = 0

z + x = 1
. On peut prendre e3 =

0
@ 1

0

0

1
A.

Il reste �a v�eri�er que (e1; e2; e3) est une base de R3 , ce qui est �evident par

�echelonnement.

Exercice 4-4

Soit X et Y des variables al�eatoires d�e�nies sur le même espace probabilis�e

et suivant des lois de Bernoulli de param�etres respectifs p1 et p2.

1. Montrer que la covariance du couple (X;Y ) est comprise entre �1
4
et 1

4
.

2. On suppose que la covariance du couple (X;Y ) est nulle. Les variables

al�eatoires X et Y sont-elles ind�ependantes ?

Solution :

1. Notons � le coe�cient de corr�elation entre X et Y . On sait que �2 � 1, ce

qui s'�ecrit :

Cov2(X;Y ) � V (X)V (Y )

Or : V (X) = p1(1� p1) = p1 � p
2
1 = �(p1 � 1

2
)2 + 1

4
, donc V (X) � 1

4
(avec

�egalit�e seulement pour p1 =
1
2
).

On a de même V (Y ) � 1
4
et donc jCov(X;Y )j � 1

4
.

2. On a Cov(X;Y ) = E(XY ) � E(X)E(Y ). Mais X;Y et XY sont des

variables de Bernoulli, leur esp�erance est donc la probabilit�e qu'elles prennent

la valeur 1.

Ainsi l'hypoth�ese devient :

P [(X = 1) \ (Y = 1)] = P (XY = 1) = P (X = 1)P (Y = 1)

Ce qui signi�e que les �ev�enements (X = 1) et (Y = 1) sont ind�ependants.

D'autre part, on sait que si A et B sont ind�ependants, il en est de même de

A et B, ainsi que de A et B et �egalement de A et B.

Donc, pour tout (i; j) 2 f0; 1g2, les �ev�enements (X = i) et (Y = j) sont

ind�ependants, ce qui signi�e que X et Y sont ind�ependantes.

Exercice 4-5

On note S le R-espace vectoriel des suites r�eelles.

K est le sous-espace vectoriel des suites constantes, et parmi elles, c est la

suite constante dont le terme g�en�eral est �egal �a 1.
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T est l'application qui, �a la suite u de terme g�en�eral un, associe la suite

T (u) = v, de terme g�en�eral vn = un+1 � un.

E est le sous-ensemble de S constitu�e des suites u telles que :

8n 2 N; 4un+3 = 9un+2 � 6un+1 + un.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de S et que T (E) est inclus

dans E.

2. Montrer que T est un endomorphisme de S et que, pour toute suite v de

S, il existe une et une seule suite u de S telle que v = T (u) et u0 = �, oc �

est un r�eel �x�e quelconque.

Calculer alors un en fonction de �; n, et de termes de la suite v.

On note a la suite de S telle que T (a) = c et a0 = 0.

V�eri�er que les suites c et a appartiennent �a E.

3. Soit L l'application de E dans R3 , qui �a toute suite u de E, associe le

triplet (u0; u1; u2).

Montrer que L est une application lin�eaire. Est-elle bijective ? Quelle est la

dimension de E ?

4. Soit u un �el�ement de E. On pose v = T (u), et w = T (v).

a) Pour n 2 N, calculer wn en fonction des termes de la suite u .

Montrer que w est une suite g�eom�etrique. Exprimer wn en fonction de

n et de w0.

b) Exprimer le terme g�en�eral vn de la suite v en fonction de v0; w0 et n.

c) Exprimer de même pour n > 0, le terme g�en�eral un de la suite u en

fonction de u0; v0; w0 et n, puis en fonction de u0; u1; u2 et n.

d) Expliciter une base de E.

Solution :

1. � E contient la suite nulle, donc n'est pas vide et les propri�et�es des

op�erations dans R montrent que si u et v sont deux suites v�eri�ant la relation

de r�ecurrence d�e�nissant E, alors, pour tout scalaire �, la suite u+�v v�eri�e

encore cette relation. Donc E est stable par combinaison lin�eaire et est un

sous-espace vectoriel de S.

� Si la suite u : n 7! un appartient �a E, alors un simple d�ecalage de

l'indice montre que la suite ud : n 7! un+1 appartient aussi �a E, donc

v = T (u) = ud � u appartient aussi �a E.

2. La lin�earit�e de d : u 7! ud est �evidente et donc T = d � Id est un

endomorphisme de S.

Supposons qu'il existe une suite u de S telle que T (u) = v. Alors :
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8>>>>><
>>>>>:

u1 � u0 = v0

u2 � u1 = v1
...

un+1 � un = vn

...

()

8>>>>><
>>>>>:

u1 = u0 + v0

u2 = u1 + v1 = u0 + v0 + v1
...

un+1 = un + vn = u0 + v0 + v1 + � � �+ vn

...

La connaissance de u0 d�etermine donc parfaitement la suite u et, par

construction même on a bien T (u) = v.

On a donc u0 = � et 8n 2 N� ; un = �+
n�1P
k=0

vk.

Il est �evident que c 2 E.

La suite a �etant d�e�nie par a0 = 0 et T (a) = c, ce qui pr�ec�ede montre que

8n 2 N; an = n. Il est alors facile de v�eri�er que a 2 E.

3. La lin�earit�e de L est banale et la relation de r�ecurrence d�e�nissant E

montre (par r�ecurrence !) qu'une suite de E est parfaitement d�e�nie par ses

trois premiers termes, ce qui signi�e exactement que L est bijective. Ainsi L

est un isomorphisme de E sur R3 et E est un R-espace vectoriel de dimension

3.

4. a) Pour n 2 N; wn = vn+1 � vn et vn = un+1 � un. Donc :

8n 2 N; wn = un+2 � 2un+1 + un

Pour n 2 N; wn+1 = un+3 � 2un+2 + un+1, soit :

4:wn+1 = 9un+2 � 6un+1 + un � 8un+2 + 4un+1 = un+2 � 2un+1 + un = wn

Ainsi la suite w est g�eom�etrique de raison 1
4
et 8n 2 N; wn = w0

1
4n

.

b) On a donc : 8n 2 N� ; vn = v0 +
n�1P
k=0

wk = v0 + w0

1� ( 1
4
)n

1� 1
4

, soit :

vn = v0 +
4w0

3

�
1� 1

4n
�

et la formule est valable pour n = 0.

c) De la même fa�con : 8n 2 N� ; un = u0 +
n�1P
k=0

vk, soit :

un = u0 + n
�
v0 +

4w0

3

�
� 4w0

3

n�1P
k=0

�1
4

�
k

Ou encore : un = u0 + n
�
v0 +

4w0

3

�
� 16:w0

9

�
1� 1

4n
�

La formule �etant encore valable pour n = 0.

Il n'y a plus qu'�a remplacer v0 par u1 � u0 et w0 par u2 � 2u1 + u0, pour

obtenir une expression de la forme :

un = �+ �n+ 

1
4n

o�u �; �; 
 s'expriment en fonction de u0; u1; u2.
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d) Ce qui pr�ec�ede montre que les suites n 7! 1, n 7! n et n 7! 1
4n

forment

une famille g�en�eratrice de E. Comme E est de dimension 3, ces trois suites

forment une base de E.

Exercice 4-6

Pour tout k 2 Z, on consid�ere la fonction fk d�e�nie par :

fk(x) = x
k

:ej ln(x
2)j

1. a) D�eterminer le domaine de d�e�nition de fk.

b) Etudier la continuit�e et la d�erivabilit�e de fk.

2. Soit X une variable al�eatoire �a densit�e de loi uniforme sur l'intervalle

[�2; 2].
a) D�eterminer la fonction de r�epartition et une densit�e de la variable

al�eatoire Y = ej ln(X
2)j

b) D�eterminer pour quelles valeurs du r�eel �, Y � admet une esp�erance.

Solution :

1. a) fk est d�e�nie sur R� et clairement paire pour k pair, impaire pour k

impair. Il su�t donc de faire l'�etude sur R�+ .

b) Remarquons que pour x > 0,

j ln(x2)j = 2j lnxj =
�
2 lnx si x � 1

�2 lnx si 0 < x � 1

Ainsi : 8x � 1; fk(x) = x
k+2 et 8x 2 ]0; 1]; fk(x) = x

k�2.

On note que les formules se hh recollent ii pour x = 1 et fk est continue sur

R
�

+ , donc, par sym�etrie, sur R� . De plus fk est de classe C1 sur R� nf�1; 1g.
En revanche, la d�eriv�ee �a gauche en 1 de fk vaut k� 2, tandis que sa d�eriv�ee

�a droite en 1 vaut k + 2. Ainsi fk n'est pas d�erivable en 1 (ni en �1).
(on pourrait �etudier �egalement le probl�eme du prolongement par continuit�e

en 1 et en �1 : : : )
2. a) Puisque X prend ses valeurs entre �2 et 2, la variable al�eatoire ln(X2)

prend ses valeurs entre �1 et ln 4, donc j ln(X2)j prend ses valeurs entre 0

et +1, ce qui signi�e que Y (
) = [1;+1[.

8 y � 1, on a :

FY (y) = P (Y � y) = P (j ln(X2)j � ln y) = P (� ln y � ln(X2) � ln y)

= P
�
exp(�1

2
ln y) � jX j � exp(1

2
ln y)

�
= P ( 1p

y
� jX j � py).

Il est alors n�ecessaire de distinguer deux cas :
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? Pour y � 4, on a FY (y) = P
� 1p

y
� jX j � 2] = 2�1

4
(2� 1p

y
) = 1� 1

2
p
y
.

? Pour 1 � y � 4, FY (y) = P
� 1p

y
� jX j � py] = 1

2
(
p
y � 1p

y
)

Par d�erivation, on obtient donc pour densit�e de Y :

Si y � 4, fY (y) =
1

4y
p
y
; si 1 � y < 4, fY (y) =

1
4
p
y
+ 1

4y
p
y

b) Sous r�eserve de convergence, et par le th�eor�eme de transfert :

E(Y �) =

Z +1

1

y
�
fY (y) dy

Le seul probl�eme est du �a la pr�esence de la borne in�nie et y�fY (y) �
(+1)

1
4
y
��

3
2 .

La r�egle de Riemann montre alors que Y
� admet une esp�erance si et

seulement si � v�eri�e : � � 3
2
< �1, i.e. si et seulement si � <

1
2
. En

particulier Y n'a pas d'esp�erance.

Exercice 4-7

Soit E = R2 [X ] l'espace vectoriel des polynômes r�eels de degr�e inf�erieur ou

�egal �a deux ; f est l'application qui associe au polynôme P de E le polynôme

Q = f(P ) d�e�ni par :

Q(X) = (X + 1)P (X + 1)� (X � 1)P (X � 1) .

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Montrer que f est diagonalisable et donner une base de vecteurs propres

de f .

3. On consid�ere la suite (un)n>0 d�e�nie par :

u0 2 R, u1 = 2 ; 8n > 1; un = 1
6

�
(n+ 1)un+1 � (n� 1)un�1

�
Montrer qu'il existe un polynôme P 2 E v�eri�ant : 8n > 1; un = P (n).

En d�eduire, pour n � 1, l'expression de un en fonction de n.

Solution :

1. La lin�earit�e de f r�esulte des propri�et�es des op�erations sur les polynômes

et il su�t de v�eri�er que l'image par f des polynômes de la base canonique

de E sont encore �el�ements de E :

f(1) = (X + 1)� (X � 1) = 2 ;

f(X) = (X + 1)(X + 1)� (X � 1)(X � 1) = 4X ;

f(X2) = (X + 1)(X + 1)2 � (X � 1)(X � 1)2 = 6X2 + 2.

Ainsi f est bien un endomorphisme de E.
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2. La matrice de f relativement �a la base canonique de E est : A =0
@ 2 0 2

0 4 0

0 0 6

1
A

Cette matrice est trigonale sup�erieure, donc les valeurs de A (donc de f) se

lisent sur sa diagonale :

SpecA = Spec f = f2; 4; 6g
f a donc 3 valeurs propres et comme dimE = 3, on en d�eduit que f est

diagonalisable et en r�esolvant les syst�emes correspondants, on trouve :

E(2)(f) = Vect(2) ; E(4)(f) = Vect(X) ; E(6)(f) = Vect(2X2 + 1)

3. P 2 E convient si et seulement si P (1) = 2 et :

8n 2 N� ; (n+ 1)P (n+ 1)� (n� 1)P (n� 1)� 6P (n) = 0

Or le seul polynôme qui s'annule en tout point de l'ensemble in�ni N� est le

polynôme nul.

On doit donc chercher un polynôme P 2 E tel que P (1) = 2 et f(P ) = 6P .

La question pr�ec�edente montre que la solution est le polynôme 2
3
(2X2 + 1).

On a donc : 8n � 1; un = 4
3
n
2 + 2

3
.

Exercice 4-8

Soit b un nombre r�eel strictement positif et X une variable al�eatoire suivant la

loi normale de param�etresm et �, avecm = E(X) et �2 = V (X). D�eterminer

a pour que la probabilit�e de l'�ev�enement (a < X � a+ b) soit maximale.

Solution :

On a : (a < X � a+ b) =
�
a�m

�
<

X �m

�
� a+ b�m

�

�
. Donc

f(a) = P (a < X � a+ b) = �(a+ b�m

�
)� �(a�m

�
)

o�u � d�esigne la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire suivant la loi

normale centr�ee r�eduite.

La fonction f est d�erivable sur R et, par d�erivation d'une fonction compos�ee :

8 a 2 R; f 0 (a) = 1
�
�0(a+ b�m

�
)� 1

�
�0(a�m

�
)

Or, 8 t 2 R;�0 (t) = '(t) = 1p
2�

exp(� t
2

2
) et donc f 0(a) est du signe de :

g(a) = exp(� (a+ b�m)2

�
2 )� exp(� (a�m)2

�
2 )

La fonction exp �etant strictement croissante, g(a) a même signe que :

� (a+ b�m)2

�
2 +

(a�m)2

�
2

donc a même signe que : �(a+ b�m)2 + (a�m)2 = �b(b+ 2a� 2m)



Option B/L 171

Comme b > 0, f 0(a) est positif pour a � 2m� b

2
et n�egatif pour a � 2m� b

2
.

Ainsi f passe par un maximum absolu strict pour a = 2m� b

2
= m� b

2
.

Le maximum valant d'ailleurs 2:�
�
b

2�

�
� 1

(Noter que le r�esultat semble clair sur un dessin repr�esentant une densit�e

d'une variable suivant la loi N (m;�), en interpr�etant la probabilit�e de

l'�enonc�e en termes d'aires.)


