4
OPTION B/L

Exercice 4-1

_ 1
Pour z € R et n € N, on pose : fp(x) = 1(:_mim et u, = / fn(x)dz.
€ 0

1. Calculer ug,u1, puis, pour n € N*, u,, + thp_1.
2. Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

3. Soit E ’ensemble des fonctions définies sur R de la forme z — a + b.e™% +
c.e”2% qa, b, c étant trois parametres réels quelconques.

Montrer que E est un R-espace vectoriel et préciser une base de E.

4. a) A toute fonction g de E, on associe la fonction g; = ¢(g) définie sur R
par :
1
t+ x)
VreRg(a) = | LEFD) 4
791( ) /0 1 + e—t
Montrer que I'application ¢ ainsi définie est un endomorphisme de E.

Solution :

1 1
_ 1 _ e’ _ x 1, e+1
1-U0—/01+e_zd33—/0 z+1da:—[1n(e +1)]0_1nT

1 1
uyp = e d:v:/ 1-—L ydr=1-me!
= - 2
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1 et 1

Pour n > 1, up + Up_1 = / eml__{_#dm = /e’("*l)zda: =
e

1—el™m ’ ’

n—1

1
2.0na,pour 0 <z <1,0< fp(z) <e ™™, donc 0 < up < / e " dx.
0

Ainsi : 0 < up < %(1 —e ") < % et, par encadrement, nh—>Holo up = 0.
3. Par définition FE est ’espace vectoriel engendré par les fonctions ey : ¢ — =,
es:z e T eteg:x— e 2,
Vérifions que (e1, ez, e3) est une famille libre :
Soit (a,b,c) € R? tel que : Vo € R,a + b.e™® + c.e™ 2% = 0.

* La considération de la limite en +oc montre que a = 0;

% il reste donc Vz € R, b.e™® + c.e™2%* = 0. On peut simplifier par e™® et
la considération de la limite en +oo donne alors b =0

* il reste Vo € R, c.e™2® =0, d’ot1 ¢ = 0.

La famille est bien libre et est donc une base de E.

4. a) Notons g = ae; + fBea2 +yez. On a :

1 —(t+z) —2(t+x)
VzeR, _ a+ f.e +7.e dt
reRg(@= [ —

! 1 ! et 2 ! e 2t
dt + B.e™® dt +v.e” ’”/ dt
a/o 14+e? g /01+e*t 7 o 14+et

= aug + Bur.e % + yus.e "2

Par conséquent : g1 = auge; + fuies + yuses € E

De plus écriture précédente montre que ¢ est linéaire (ce qui peut se voir
également par linéarité de l'intégration), sa matrice relativement a la base
(e1,e2,€3) étant :

Ug 0 0
M = 0 (751 0
0 0 U2

Exercice 4-2

1
Pour tout n € N, on pose I,, = / n(1l + x)]"dz.
0

1. Calculer Iy et I; et déterminer lim I,,.
n— 00

2. A l’aide d’une intégration par parties, établir une relation entre I, et I, 1.

3. En utilisant le résultat de la question précédente, déterminer un équivalent
simple de I,, lorsque n tend vers l'infini.
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Solution :

1
1.10:/dx:1.
0

Pour calculer Iy, effectuons une intégration par parties, en intégrant z — 1
enz— 1+x:

1 1
11:/l.ln(l—{—m)dm:[(1+m)ln(l+m)];—/ %igdx:ﬂnQ—l.
0 0

Pour 0<z<l,ona:0<In(l+2)<In2 (etln2<1)etdonc:

1
VneNO0<LI, < / (In2)"dz = (In2)™
0
et, par encadrement, lim I,, = 0.
n—oo

2. Pourn € N :
1
Iy = / L[In(1 + z)]"* dx
0

= [(1+z)[In(1 + x)]"“](l) —(n+ 1)/0 [In(1 + z)]" d=x

Soit : Vn € N, I,y1 =2(In2)"* — (n + 1)1,

Affinons alors la majoration obtenue en 1. Pour € strictement compris entre

0 et 1, on peut écrire :
1

Iy = /015[IH(1 + )"t dr + /1 n(l +z)]"* dx

< (1=¢)In(2 — &)t +e(In2)"! < [In(2 — &)]**! + e(In2)"H!
Ainsi :
Ty In(2 — &) \n+1
_ntl - e c
(In2)"*t = e+ In 2 )
Le majorant a pour limite € lorsque n tend vers 'infini, donc pour n assez

grand (lnlgﬁ < 2¢, ce qui signifie que nlgr;o (lnlgﬁ =0.
Or on avait obtenu (n+1)I, = 2(In2)"*' = I, = 2(In2)"** (1— 2(11{1"2%)
et on peut donc écrire :
n+1
(n+ 11, ~ 2(In2)"*tt je I, ~ 2(n2)""
(o0) (o0) n

Exercice 4-3

Soit A = S M3(]R)

O = =
=)
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1. Déterminer les éléments propres de la matrice A. La matrice A est-elle
diagonalisable ?

1 10
2. Montrer que la matrice A est semblable a la matrice [ 0 1 1
0 0 1
Solution :
1. Par la méthode du pivot :
1-A 1 0 1 1-A 1
A—- X = 1 1-A 1 ~ 0 -1 1-=A
0 -1 1-=A 1-A 1 0
1 1-=X 1
~ 10 -1 1-A

0 22x—-X2 x-1
Ainsi A—\I est non-inversible si et seulement si (—1)(A—1)—(2A—=\2)(1-)) =
0, ce qui donne, en factorisant (1 — )% = 0.
La seule valeur propre de A est donc 1.

Si A était diagonalisable elle serait semblable & I, donc serait égale a I, ce
qui est manifestement faux. Bref, A n’est pas diagonalisable.

T T T+y==x -0

Enfn, Aly | =]y | =<{z+yt+z=y <:>{y_
_ z+2=0

z z —yt+z==z

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est donc la droite engendrée
1
par le vecteur colonne 0
-1

2. On cherche donc une base (e, ez, e3) telle que f(ey) = e, f(e2) =e1 + ez
et f(es) = es + ez, ou f désigne ’endomorphisme canoniquement associé a
A. Nous allons procéder matriciellement :

1
* La question précédente montre que I’on peut prendre e; = 0
-1
T 1
* On cherche es = | y | tel que Aes = | 0 | + e, soit :
z -1
r+y=1+=2x 0
_ y=1
{ r+y+z=y ,ouencore { o= On peut prendree; = | 1
—y+z=—-1+z2 FrE= 0

* On cherche e = | y | tel que Aey =

0

T 0
1

z 0
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r+y=2x -0
r+y+2z=1+y, ou encore {y— . On peut prendre ez =
— z4+z=1
—ytz==z
1
0
0

Il reste a vérifier que (e1,es,e3) est une base de R?, ce qui est évident par
échelonnement.

Exercice 4-4

Soit X et Y des variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
et suivant des lois de Bernoulli de parametres respectifs p; et po.

1. Montrer que la covariance du couple (X,Y") est comprise entre —i et i

2. On suppose que la covariance du couple (X,Y") est nulle. Les variables
aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Solution :

1. Notons p le coefficient de corrélation entre X et Y. On sait que p? < 1, ce
qui s’écrit :
Cov?(X,Y) < V(X)V(Y)

Or:V(X)=pi(l—-p1)=p1 —pi =—(p — l)2 + %, donc V(X) <

5 (avec

AN,

égalité seulement pour p; = %)
On a de méme V (V) < i et donc | Cov(X,Y)| < i
2. On a Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Mais X,Y et XY sont des
variables de Bernoulli, leur espérance est donc la probabilité qu’elles prennent
la valeur 1.
Ainsi I’hypothese devient :

P(X=1)n{Y =1)]=PXY=1)=PX=1)PY =1)
Ce qui signifie que les événements (X = 1) et (Y = 1) sont indépendants.
D’autre part, on sait que si A et B sont indépendants, il en est de méme de
A et B, ainsi que de A et B et également de A et B.
Donc, pour tout (i,j) € {0,1}?, les événements (X = i) et (Y = j) sont
indépendants, ce qui signifie que X et Y sont indépendantes.

Exercice 4-5

On note S le R-espace vectoriel des suites réelles.
K est le sous-espace vectoriel des suites constantes, et parmi elles, ¢ est la
suite constante dont le terme général est égal a 1.
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T est l'application qui, & la suite u de terme général u,, associe la suite
T(u) = v, de terme général v, = Upr1 — Unp.
E est le sous-ensemble de S constitué des suites u telles que :

Vn € Nduyt3 = pio — Ouppg + up.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de S et que T'(E) est inclus
dans E.

2. Montrer que T est un endomorphisme de S et que, pour toute suite v de
S, il existe une et une seule suite u de S telle que v = T'(u) et ug = «, oc «
est un réel fixé quelconque.

Calculer alors u,, en fonction de a,n, et de termes de la suite v.

On note a la suite de S telle que T'(a) = ¢ et ap = 0.

Vérifier que les suites ¢ et a appartiennent a E.

3. Soit L Iapplication de E dans R®, qui & toute suite u de E, associe le
triplet (uo,uy,uz).

Montrer que L est une application linéaire. Est-elle bijective 7 Quelle est la
dimension de E 7

4. Soit u un élément de E. On pose v = T'(u), et w = T'(v).

a) Pour n € N, calculer w,, en fonction des termes de la suite u .
Montrer que w est une suite géométrique. Exprimer w,, en fonction de
n et de wy.

b) Exprimer le terme général v,, de la suite v en fonction de vy, wo et n.

c) Exprimer de méme pour n > 0, le terme général u,, de la suite u en
fonction de ug, vy, wo et n, puis en fonction de wug, w1, us et n.

d) Expliciter une base de E.

Solution :

1. « E contient la suite nulle, donc n’est pas vide et les propriétés des
opérations dans R montrent que si u et v sont deux suites vérifiant la relation
de récurrence définissant F, alors, pour tout scalaire ), la suite u + Av vérifie
encore cette relation. Donc FE est stable par combinaison linéaire et est un
sous-espace vectoriel de S.

e Si la suite u : n — wu, appartient & FE, alors un simple décalage de
I'indice montre que la suite ug : n — wuyy1 appartient aussi a E, donc
v =T(u) = ug — u appartient aussi & E.

2. La linéarité de d : u + ug est évidente et donc T' = d — Id est un
endomorphisme de S.

Supposons qu’il existe une suite u de S telle que T'(u) = v. Alors :
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Ui —Up = VYo u1 = Ug + Vo
Uz — U] = V1 Uz = U3 +V1 = U+ Vg + U1
— .
Up+1 — Up = Up un+1:un+vn:u0+v(}+vl+"'+vn

La connaissance de wug détermine donc parfaitement la suite u et, par

construction méme on a bien T'(u) = v.
n—1
Onadoncup=aetVne N, u,=a+ Y v
k=0

Il est évident que ¢ € F.
La suite a étant définie par ap = 0 et T'(a) = ¢, ce qui précéde montre que
Vn €N, a, =n. Il est alors facile de vérifier que a € E.

3. La linéarité de L est banale et la relation de récurrence définissant E
montre (par récurrence!) qu’une suite de E est parfaitement définie par ses
trois premiers termes, ce qui signifie exactement que L est bijective. Ainsi L
est un isomorphisme de E sur R® et F est un R-espace vectoriel de dimension
3.

4. a) Pour n € NJw,, = vpt1 — vy €t Uy = Upt1 — Uy Donc :
Vn € Nywy, = tupyo — 2upt1 + Uy
Pour n € Nywy4+1 = Upy3 — 2Upt2 + Upy1, SOIt :
4 wWpt1 = Mpgo — bupy1 + up — 8upyo +4Upt1 = Upyo — 2upy1 +up = Wy

Ainsi la suite w est géométrique de raison i et VneNw, =w 4%
n—1 1— (l)n
b) On a donc : Vn € N*,v, =vp + . wr =vp +w01741, soit :
k=0 -7
4
vn:voﬁ—%(l—é%n)
et la formule est valable pour n = 0.
n—1
c) De la méme fagon : Vn € N* u, =ug+ > vy, soit :
k=0

_ 4wy dawg "= 10k
Uy = ug + n(vy + 220) — 2o 1

o+ n(vo +=3%) 3k§0(4)

Ou encore 1 = o +n{uy + 24) — 165801 )

La formule étant encore valable pour n = 0.
Il n’y a plus qu’a remplacer vy par u; — ug et wg par us — 2u; + ug, pour
obtenir une expression de la forme :

ou a, 3,7 s’expriment en fonction de ug, uy, us.
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d) Ce qui précede montre que les suites n — 1, n +— n et n — 4% forment

une famille génératrice de £. Comme E est de dimension 3, ces trois suites
forment une base de E.

Exercice 4-6

Pour tout k € Z, on considere la fonction f; définie par :
file) = 2t el

1. a) Déterminer le domaine de définition de fy.

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de fy.
2. Soit X une variable aléatoire & densité de loi uniforme sur lintervalle
[-2,2].

a) Déterminer la fonction de répartition et une densité de la variable

2

aléatoire ¥ = el (X7l

b) Déterminer pour quelles valeurs du réel a, Y* admet une espérance.

Solution :

1. a) fr est définie sur R* et clairement paire pour k pair, impaire pour k
impair. II suffit donc de faire I’étude sur R} .

b) Remarquons que pour z > 0,
|In(z%)| = 2|Inz| = {

Ainsi : Vo > 1, fr(x) = 282 et V2 € 10,1], fr(z) = 2F 2.
On note que les formules se «recollent» pour £ = 1 et f; est continue sur
R* , donc, par symétrie, sur R*. De plus f; est de classe C*° sur R* \ {—1,1}.

2lnzx six>1
—2lnz si0<z<1

En revanche, la dérivée a gauche en 1 de fi vaut k — 2, tandis que sa dérivée
a droite en 1 vaut k + 2. Ainsi fj, n’est pas dérivable en 1 (ni en —1).

(on pourrait étudier également le probléeme du prolongement par continuité
enleten—1...)

2. a) Puisque X prend ses valeurs entre —2 et 2, la variable aléatoire In(X?2)
prend ses valeurs entre —oo et In4, donc |In(X?)| prend ses valeurs entre 0
et +00, ce qui signifie que Y (Q2) = [1, +o0[.
Vy>1l,ona:
Fy(y) = P(Y <y) = P(]In(X?)| <Iny) = P(=Iny <In(X?) <Iny)
= P[exp(-3Iny) < [X[ < exp(my)] = P(iy < |1X| < V)

Il est alors nécessaire de distinguer deux cas :
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*Poury >4, ona Fy(y) =P [%
*Pour 1<y <4, Fy(y) = [L <|X| < ol = %(\/g_L)

g

Par dérivation, on obtient donc pour densité de Y :
. 1 1
Siy >4, fy(y) = isil<y<d4, fy(y) = ——=+——
4 f VI V]
b) Sous réserve de convergence, et par le théoreme de transfert :
—+o0
EY®) = / y*fy(y)dy
1

Le seul probleme est du & la présence de la borne infinie et y*fy (y) ~

+00)
La régle de Riemann montre alors que Y% admet une espérance si et
seulement si a vérifie : a — % < —1, i.e. si et seulement si a < % En

particulier Y n’a pas d’espérance.

Exercice 4-7

Soit E = Ro[X] l'espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou
égal a deux; f est ’application qui associe au polynéme P de F le polynome
Q = f(P) défini par :

QX)=(X+1)HP(X+1) - (X-1HP(X-1).
1. Montrer que f est un endomorphisme de FE.
2. Montrer que f est diagonalisable et donner une base de vecteurs propres
de f .
3. On considere la suite (uy,)n>0 définie par :

upg ER, uy =2;Vn > 1lu, = %((n + Dupyr — (n— l)un,l)

Montrer qu’il existe un polynéme P € E vérifiant : Vn > 1,u,, = P(n).
En déduire, pour n > 1, I’expression de u,, en fonction de n.

Solution :

1. La linéarité de f résulte des propriétés des opérations sur les polynomes
et il suffit de vérifier que I'image par f des polyndomes de la base canonique
de E sont encore éléments de F :

fH=X+1)-(X-1)=2;

fX)=(X+DX+1) - (X -1DH(X -1)=4X;

fXH=X+1D)X+1) - (X-1D(X -1)2=6X2+2.
Ainsi f est bien un endomorphisme de E.
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2. La matrice de f relativement & la base canonique de E est : A =

2 0 2
0 4 0
0 0 6

Cette matrice est trigonale supérieure, donc les valeurs de A (donc de f) se
lisent sur sa diagonale :
Spec A = Spec f = {2,4,6}

f a donc 3 valeurs propres et comme dim E = 3, on en déduit que f est
diagonalisable et en résolvant les systémes correspondants, on trouve :

E(5)(f) = Vect(2) ; E)(f) = Vect(X) ; Eg) (f) = Vect(2X? + 1)
3. P € E convient si et seulement si P(1) =2 et :

VneN . (n+1)P(n+1)—(n—1)P(n—1)—6P(n)=0

Or le seul polynéme qui s’annule en tout point de I’ensemble infini N* est le
polynéme nul.
On doit donc chercher un polynéme P € E tel que P(1) = 2 et f(P) = 6P.

2(2X2 +1).

La question précédente montre que la solution est le polynéme 3(

On a donc : Vn>1un—§n2+§

Exercice 4-8

Soit b un nombre réel strictement positif et X une variable aléatoire suivant la
loi normale de parameétres m et o, avec m = E(X) et 02 = V(X). Déterminer
a pour que la probabilité de ’événement (a < X < a + b) soit maximale.

Solution :

Ona:(a<X <a+b) = (%

m <X—m < a+b—m)
a ag a

. Donc

fla)=Pla< X <a+b)=p@tb=m) ga-m,

ou ® désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi

normale centrée réduite.

La fonction f est dérivable sur R et, par dérivation d’une fonction composée :
VaeR, f'(a) = 2o/(etlb=m)_Lleazm,

ag

2
Or,Vte R, &' (¢ = L oxp(=L) et donc f'(a) est du signe de :
() = (t) orh p( 22) f'(a) 2 8
a+b— a—m
g(a) = exp(— EFLZMY) (- (0=
o? o
La fonction exp étant strictement croissante, g(a) a méme signe que :
)2
_axb—mP | (a=m)
(2

donc a méme signe que : —(a + b m)? + (a —m)? = —b(b+ 2a — 2m)
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Comme b > 0, f'(a) est positif pour a < 2m2— b o négatif pour a > QmT—b
Ainsi f passe par un maximum absolu strict pour a = 2mT—b =m — %

Le maximum valant d’ailleurs 2.@(%) -1

(Noter que le résultat semble clair sur un dessin représentant une densité
d’une variable suivant la loi A (m,o), en interprétant la probabilité de
I’énoncé en termes d’aires.)



