
4

OPTION B/L

Exercice BL-1

Pour tout entier n de N� , on pose : sn =
nP

k=1

1p
k
.

1. a) Montrer que 8n 2 N� ; sn �
p
n+

p
n� 1.

b) Montrer que la suite de terme g�en�eral snp
n
est convergente.

2. a) Montrer que 8n 2 N� ; 2
p
n+ 1� 2 � sn.

b) Montrer que la suite de terme g�en�eral sn � 2
p
n est convergente.

Solution :

1. a) L'in�egalit�e est banale pour n = 1 et si on la suppose vraie pour un

certain rang n, alors :

sn+1 = sn +
1p
n+ 1

�
p
n+

p
n� 1 + 1p

n+ 1

Or :
p
n� 1 + 1p

n+ 1
=

p
n2 � 1 + 1p
n+ 1

� n+ 1p
n+ 1

=
p
n+ 1 et donc :

sn+1 �
p
n+ 1 +

p
n

On conclut par le principe de r�ecurrence.

b) La question pr�ec�edente montre que snp
n
� 2 et, pour n � 1 :
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sn+1p
n+ 1

� snp
n
= sn+1

� 1p
n+ 1

� 1p
n

�
+ 1p

n+ 1
p
n

� (
p
n+ 1 +

p
n)
� 1p

n+ 1
� 1p

n

�
+ 1p

n+ 1
p
n
= 0

La suite de terme g�en�eral snp
n

est donc croissante et major�ee, donc conver-

gente (on peut aussi comparer classiquement sn avec une int�egrale).

2. a) A nouveau l'in�egalit�e est banale pour n = 1 et si on la suppose vraie

pour un certain rang n, alors :

sn+1 � 2
p
n+ 1� 2 + 1p

n+ 1
� 2

p
n+ 2� 2

Car 2
p
n+ 2� 2

p
n+ 1 = 2p

n+ 2 +
p
n+ 1

� 1p
n+ 1

A nouveau, on conclut par le principe de r�ecurrence.

b) La question pr�ec�edente montre que sn � 2
p
n � �2 et de plus :

sn+1 � 2
p
n+ 1� sn + 2

p
n =

2
p
n(n+ 1)� (2n+ 1)p

n+ 1

On v�eri�e ais�ement que le num�erateur est n�egatif, donc la suite (sn � 2
p
n)

est d�ecroissante et minor�ee, et par cons�equent est convergente.

Notons que cette question permet de retrouver le r�esultat de la question 1)

b) et montre en prime que la limite de la suite
� snp

n

�
vaut 2.

Exercice BL-2

Pour � et � r�eels positifs ou nuls, on pose : f(�; �) =

Z
1

0

t
�(1� t)� dt.

1. V�eri�er que f(�; �) = f(�+ 1; �) + f(�; � + 1).

2. Montrer que (�+1)f(�; �+1) = (�+1)f(�+1; �). En d�eduire une relation

entre f(�+ 1; �) et f(�; �).

3. Montrer que f(�; �) = f(�; �).

4. Calculer f(1
2
;
1
2
).

5. Montrer que, 8� 2 R;8� � 1
2
;8� � 1

2
:

�
2
f(�+ 1

2
; � � 1

2
) + 2�f(�; �) + f(�� 1

2
; � + 1

2
) � 0

puis : [f(�; �)]2 � f(�+ 1
2
; � � 1

2
)� f(�� 1

2
; � + 1

2
).
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Solution :

1. Notons que pour � � 0 et � � 0 l'int�egrale d�e�nissant f(�; �) a bien un

sens, la fonction �a int�egrer �etant continue.

Par lin�earit�e de l'int�egration :

f(�+ 1; �) + f(�; � + 1) =

Z
1

0

t
�(1� t)� [t+ (1� t)] dt = f(�; �)

2. Dans l'int�egrale d�e�nissant f(�; � + 1), proc�edons �a une int�egration par

parties (l�egitime) :

f(�; �+1) =

Z
1

0

t
�(1�t)�+1dt =

h
t
�+1

�+ 1
(1�t)�+1

i1
0

� � + 1
�+ 1

Z
1

0

t
�+1(1�t)�dt

Soit :

(�+ 1)f(�; � + 1) = (� + 1)f(�+ 1; �)

3. Le changement de variable u = 1� t, de classe C1 donne :

f(�; �) =

Z
0

1

(1� u)�u�(�du) = f(�; �)

4. f(1
2
;
1
2
) =

Z
1

0

p
x(1� x) dx = �

8
(sans calculs, car on reconnâ�t l'aire d'un

demi-disque de centre (1
2
; 0) et de rayon 1

2
: pour cela il su�t d'�ecrire :

y �
p
x(1� x)() y � 0 et y2 + x

2 � x � 0)

5. Soit T�;�(�) l'expression de l'�enonc�e. En plaant tout sous la même int�egrale,

il vient :

T�;�(�) =

Z
1

0

t
��

1

2 (1� t)��
1

2 (�
p
t+

p
1� t)2 dt � 0

Ce trinôme du second degr�e est donc toujours positif ou nul, ce qui entrâ�ne

que son discriminant (r�eduit) est n�egatif ou nul, ce qui est exactement

l'in�egalit�e de l'�enonc�e.

Exercice BL-3

Soit f la fonction d�e�nie par : f(x) = exp
� 1
lnx

�
(exp d�esigne la fonction exponentielle de base e, i.e. exp(u) = eu)

1. Etudier les variations de la fonction f . Pr�eciser le comportement aux bornes

de son domaine de d�e�nition D et donner une repr�esentation graphique de

f .

2. Montrer que f � f est bien d�e�nie sur D et expliciter cette fonction.
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3. Soit u la suite r�eelle d�e�nie par son premier terme u0 = x et la relation de

r�ecurrence : 8n 2 N; un+1 = f(un).

a) Pour quelles valeurs de x la suite u est-elle bien d�e�nie ?

b) Etudier alors le comportement de cette suite.

Solution :

1. La fonction f est d�e�nie sur Df = R
�
+
n f1g, d�erivable sur son domaine de

d�e�nition, avec f 0(x) = � 1
x(ln x)2

f(x) < 0, donc f d�ecrô�t sur ses intervalles

de continuit�e ]0; 1[ et ]1;+1[. Les limites s'obtiennent sans probl�eme :

lim
0+

f = 1, lim
1�

f = 0, lim
1+

f = +1 et lim
+1

f = 1. D'o�u l'esquisse d'une

repr�esentation graphique :

2. On remarque que x 2 ]0; 1[ [ ]1;+1[ =) f(x) 2 ]0; 1[ [ ]1;+1[, donc

f � f est bien d�e�nie, avec :

f � f(x) = f
�
f(x)

�
= exp

� 1

ln(exp( 1

lnx
))

�
= exp(ln x) = x

(ce que le dessin pr�ec�edent laissait supposer).

3. a) Pour d�e�nir u1, il faut que x 2 Df et, comme Df est stable par f , la

suite est alors bien d�e�nie.

b) Comme f � f = idDf
, on a u2 = u0 = f(x), u3 = u1 = f(x) et plus

g�en�eralement, pour tout k : u2k = x, u2k+1 = f(x). Ces deux suites extraites

sont donc convergentes et la suite (un) est convergente si et seulement si

u1 = u0, i.e. x = f(x). Or :

x = f(x)() exp( 1
ln x

) = x() (lnx)2 = 1() x 2 fe; e�1g

(les nombres trouv�es appartiennent bien au domaine Df )
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Exercice BL-4

Soit f d�e�nie par : f(x) =

Z
3x

x

e�t

t
dt.

1. Quel est le domaine de d�e�nition de f ?

2. Montrer que f est d�erivable sur R� et calculer f 0(x).

3. Montrer que f est prolongeable par continuit�e en 0. Ce prolongement est-il

d�erivable en 0 ?

4. Etudier les branches in�nies de la repr�esentation graphique de f et esquisser

cette repr�esentation.

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est continue sur tout segment ne contenant pas 0.

Comme x et 3x sont de même signe, le domaine de d�e�nition Df de f est a

prioriÊ R
� .

2. Soit ' une primitive sur R�
+
ou R�� de la fonction t 7! e�t

t
, ' est de classe

C1 et on a : f(x) = '(3x)� '(x), d'o�u f
0(x) = 3'0(3x)� '

0(x), soit :

f
0(x) = e�3x � e�x

x
= e�x � e�2x � 1

x

3. ? Supposons x > 0 et notons mx et Mx la borne sup�erieure et la borne

inf�erieure de t 7! e�t sur le segment [x; 3x]. On a : 8 t 2 [x; 3x]; mx

t
� e�t

t
�

Mx

t
, d'o�u mx ln 3 � f(x) �Mx ln 3 et comme lim

0

exp = 1 : lim
x!0+

f = ln 3.

? Le cas x < 0 se traite de même et lim
0

f = ln 3. La fonction f est prolongeable

par continuit�e en 0 en posant f(0) = ln 3.

? Les �equivalents classiques montrent que lim
x!0

f
0(x) = �2. La fonction f ,

prolong�ee en 0, est de classe C1 sur R� , continue en 0, et f 0 admet une limite

en 0. On sait alors que f est de classe C1 sur R, avec f 0(0) = �2.

4. ? Pour t � 1, e�t

t
� e�t, donc pour x � 1, 0 � f(x) �

Z
3x

x

e�t dt =

e�x � e�3x. On en d�eduit, par encadrement : lim
x!+1

f(x) = 0.

? Pour x < 0, posons t = �u et y = �x : f(x) =

Z
3y

y

eu

u
du.
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Il existe A > 0 tel que u > A =) eu > u
3 (pr�epond�erance classique), donc

pour x < �A : f(x) �
Z

3y

y

u
2
du = 26

3
y
3 = 26

3
jxj3 et lim

x!�1
f(x) = +1,

puis lim
x!�1

f(x)
x

= �1 : la courbe repr�esentative pr�esente une branche

parabolique dans la direction de l'axe des ordonn�ees. La repr�esentation

graphique s'en d�eduit.

Exercice BL-5

Une entreprise fabrique des bacs parall�el�epip�ediques de largeur x, de longueur

y et de hauteur z. Ces bacs comportent un fond mais pas de couvercle et

l'�epaisseur des plaques formant ces bacs est n�egligeable.

1. Quelle est l'aire totale des plaques n�ecessaires �a la construction d'un bac ?

On notera cette aire A(x; y; z).

2. On suppose que le volume V d'un tel bac est impos�e. Comment choisir les

dimensions pour minimiser l'aire A ?

Solution :

1. On a A(x; y; z) = xy + 2(xz + yz) (un fond et quatre faces deux �a deux

�egales).

2. Il s'agit de trouver le minimum de A sous la contrainte V = xyz, o�u V

est donn�e. Cela revient �a trouver le minimum de la fonction ' : (x; y) 7!
xy + 2(x+ y) V

xy
, les variables x et y d�ecrivant R�

+
.

Or : 8><
>:

@'

@x
(x; y) =

x
2
y
2 � 2V y

x
2
y

@'

@y
(x; y) =

x
2
y
2 � 2V x

xy
2

La recherche des points critiques donne la relation �evidente x = y, d'o�u

l'unique point critique de coordonn�ees :

x0 = (2V )1=3 et y0 = (2V )1=3

On peut alors calculer les d�eriv�ees partielles secondes en ce point pour voir

qu'il s'agit bien d'un minimum.

Exercice BL-6
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Soit E un espace vectoriel r�eel de dimension 3 et g un endomorphisme de E

tel que g � g � g = 0 (o�u 0 d�esigne l'endomorphisme nul de E).

1. Peut-on avoir dimKer g = 0 ?

2. On suppose que dimKer g = 1. Montrer que Ker g est inclus dans Im g.

Quelle est la dimension de Ker(g � g) ? Montrer qu'il existe une base B de E

telle que la matrice de g relativement �a B est

0
@ 0 1 0

0 0 1

0 0 0

1
A.

3. On suppose que dimKer g = 2. Montrer qu'il existe une base B de E telle

que la matrice de g relativement �a B est

0
@ 0 0 1

0 0 0

0 0 0

1
A.

Solution :

1. Si dimKer g = 0, alors g est injectif, donc est un automorphisme de E et

g
3 �egalement, ce qui contredit l'hypoth�ese g3 = 0.

2. Si dimKer g = 1 et si Ker g n'est pas inclus dans Im g, alors Ker g \
Im g = f0g. La restriction de g �a son image est donc injective et r�ealise un

isomorphisme de Im g sur lui-même. Ainsi la restriction de g3 �a Im g est un

isomorphisme de Im g sur Im gf0g ce qui contredit l'hypoth�ese g3 = 0.

Le th�eor�eme du rang, appliqu�e �a la restriction de g �a Im g donne :

2 = dim Im g = dimKer(gj Im g) + dim Im g
2

Or Ker(gj Im g) = Ker g\Im g = Ker g, donc dimKer(gj Im g) = dimKer g = 1,

ce qui donne dim Im g
2 = 1 et dimKerg2 = 2.

Soit x un vecteur n'appartenant pas �a Ker g2, on voit facilement que la famille�
g
2(x); g(x); x

�
est une base de E et relativement �a cette base, g se traduit

par la matrice : 0
@ 0 1 0

0 0 1

0 0 0

1
A

3. Si dimKer g = 2, alors Im g � Ker g (sinon Kerg\Im g = f0g et on conclut

comme pr�ec�edemment), donc en fait g2 = 0 et en choisissant un vecteur x

qui n'appartient pas �a Ker g, le vecteur g(x) appartient �a Ker g, on peut donc

construire une base de Ker g de la forme
�
g(x); y

�
. La famille

�
g(x); y; x

�
est

une base de E et relativement �a cette base, g se traduit par la matrice :
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0
@ 0 0 1

0 0 0

0 0 0

1
A

Exercice BL-7

Une urne contient trois jetons num�erot�es 1; 2; 3 indiscernables au toucher. On

e�ectue une suite de tirages d'un jeton de cette urne, en replaant �a chaque

fois le jeton obtenu, avant le tirage suivant.

1. On note Y le nombre al�eatoire de tirages juste n�ecessaire pour obtenir,

pour la premi�ere fois, deux num�eros di��erents. D�eterminer la loi de Y et son

esp�erance.

2. On note Z le nombre al�eatoire de tirages juste n�ecessaire pour obtenir,

pour la premi�ere fois, les trois num�eros.

a) D�eterminer la loi du couple (Z; Y ).

b) D�eterminer la loi de Z et calculer son esp�erance.

Solution :

1. ? La variable al�eatoire Y prend ses valeurs dans [[2;+1[[ et pour k � 2,

l'�ev�enement (Y = k) est r�ealis�e si les tirages du rang 2 au rang k � 1 (s'il

en existe) am�enent le même r�esultat que le premier tirage (ce qui se produit

avec la probabilit�e(1=3)k�2), le k-�eme tirage amenant un r�esultat di��erent

(ce qui se produit avec la probabilit�e 2=3, soit :

8 k � 2; P (Y = k) = (1=3)k�2(2=3)

? La convergence �etant �evidente, on a :

E(Y ) = 2
1P
k=2

k(1=3)k�1 = 2
� 1

(1� 1

3
)2
� 1
�
= 5

2

2. a) L'�ev�enement (Z = m)\ (Y = k) ne peut se r�ealiser que si l'on a : m � 3

et 2 � k < m et alors :

P [(Z = m) \ (Y = k)] = P (Y = k)P (Z = m j Y = k).

Or : P (Y = k) = 2
3k�1

et P (Z = m=Y = k) =
�2
3

�m�k�1 1
3

car les tirages dont les rangs sont compris entre k+1 et m� 1 (s'il en existe)

am�enent l'un quelconque des deux num�eros d�ej�a obtenus, le dernier tirage

permettant de conclure. Soit :

P [(Z = m) \ (Y = k)] = 2m�k

3m�1
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b) ? Ainsi, pour m � 3 : P (Z = m) =
m�1P
k=2

2m�k

3m�1
= 1

3m�1
(2m�1 � 2).

? La convergence de la s�erie �etant �a nouveau classique, on a :

E(Z) =
1P

m=3

m

3m�1
(2m�1 � 2)

=
1P

m=3

m
�2
3

�m�1 � 2
1P
m=3

m
�1
3

�m�1
Aux premiers termes pr�es, on reconnâ�t des s�eries classiques et :

E(Z) = 11
2

Exercice BL-8

Soit X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes et qui suivent toutes

deux la loi g�eom�etrique de param�etre p 2 ]0; 1[.

On note U = jX � Y j (valeur absolue de X � Y ) et V = min(X;Y ).

1. a) Quelles sont les valeurs prises par U et V ?

b) D�eterminer la loi du couple (U; V ).

2. a) D�eterminer la loi de U et la loi de V .

b) Les variables U et V sont-elles ind�ependantes ?

Solution :

1. a) La variable al�eatoire X prend ses valeurs dans N� , ainsi que la variable

al�eatoire Y . Par cons�equent U prend ses valeurs dans N et V dans N� .

b) On a P [(U = m) \ (V = n)] = P (jX � Y j = m;min(X;Y ) = n).

? Si m = 0, par ind�ependance des variables X et Y :

P [(U = 0) \ (V = n)] = P [(X = n) \ (Y = n)] = p
2
q
2n�2.

? Si m 2 N� , par disjonction des cas possibles :

P [(U = m)\(V = n)] = P [(X = m+n)\(Y = n)]+P [(X = n)\(Y = m+n)]

et, par �equiprobabilit�e de ces deux �ev�enements et ind�ependance de X et Y :

8m 2 N� ;8n 2 N� ; P [(U = m) \ (V = n)] = 2q2pm+2n�2

2. a) ? P (U = 0) =
1P
n=1

P [(U = 0) \ (V = n)] =
1P
n=1

p
2(q2)n�1 =

q
2

1� p
2
:

P (U = 0) =
q

1 + p

Pour m > 0, P (U = m) =
1P
n=1

2q2pm(p2)n�1 =
2qpm

1 +m
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? La loi de V est donn�ee par : 8n � 1,

P (V = n) =
1P

m=0

P [(U = m) \ (V = n)] = q
2
p
2n�2 +

1P
m=1

2q2p2n�1pm�1

Soit :

P (V = n) = q
2
p
2n�2 + 2qp2n�1 = (1 + p)qp2n�2

b) On v�eri�e ais�ement que, dans tous les cas :

P [(U = m) \ (V = n)] = P (U = m)P (V = n)

Les variables U et V sont donc ind�ependantes.

Exercice BL-9

SoitX;Y; Z trois variables al�eatoires mutuellement ind�ependantes d�e�nies sur

le même espace probabilis�e (
;B; P ), et suivant toutes trois la loi uniforme

sur f1; 2; : : : ; ng.

1. Calculer P (X = Y ).

2. D�eterminer la loi de X + Y .

3. Calculer P (X + Y = Z).

Solution :

1. P (X = Y ) =
nP

k=1

P (X = Y = k) =
nP

k=1

P (X = k):P (Y = k) = 1
n

2. La variableX+Y prend ses valeurs entre 2 et 2n, et il convient de distinguer

selon que k > n+ 1 ou k � n+ 1 :

Si 2 � k � n+ 1, P (X + Y = k) =
k�1P
i=1

P (X = i)P (Y = k � i) = k � 1
n
2

Si 2n � k > n + 1, P (X + Y = k) =
nP

i=k�n

P (X = i)P (Y = k � i) =

2n� k + 1
n
2

3. P (X + Y = Z) =
nP

k=1

P (X + Y = k)P (Z = k) = 1
n
3

nP
k=1

(k � 1) = n� 1
n
2

Exercice BL-10

Un joueur lance simultan�ement deux d�es �equilibr�es �a 6 faces num�erot�ees de 1

�a 6, le nombre de fois juste n�ecessaire pour que chaque d�e ait fait apparâ�tre

le num�ero 6. Soit X le nombre al�eatoire de jets ainsi e�ectu�es.
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1. D�eterminer la fonction de r�epartition de X .

2. D�eterminer la loi de X .

3. La variable al�eatoireX admet-elle une esp�erance ? Dans l'a�rmative quelle

est sa valeur ?

Solution :

1. Num�erotons les deux d�es et notons Xi le temps d'attente du premier six

sur le d�e num�ero i. Chaque variable Xi suit la loi g�eom�etrique de param�etre
1
6
.

On a X = sup(X1; X2) et, par ind�ependance :

8n � 1; P (X � n) = P (X1 � n):P (X2 � n)

Or P (Xi � n) = 1� P (Xi > n) = 1� (5
6
)n et donc :

8n � 1; P (X � n) =
�
1� (5

6
)n
�2

On constate que le r�esultat reste valable pour n = 0.

2. Pour tout n de N� :

P (X = n) = P (X � n)� P (X � n� 1) =
�
1� (5

6
)n
�2 � �1� (5

6
)n�1

�2
Soit, apr�es d�eveloppement et simpli�cations :

8n � 1; P (X = n) = 1
3

�5
6

�n�1 � 11
36

�5
6

�2n�2
3. La convergence de toute s�erie du type

P
nq

n, avec jqj < 1 �etant connue, la

s�erie d�e�nissant l'esp�erance de X est convergente, et on peut même s�eparer

les sommations :

E(X) = 1
3

1P
n=1

n
�5
6

�n�1 � 11
36

1P
n=1

n
�5
6

�2n�2

= 1
3

1P
n=1

n
�5
6

�n�1 � 11
36

1P
n=1

n
�25
36

�n�1
D'o�u :

E(X) = 96
11

Exercice BL-13

Soit X une variable al�eatoire suivant la loi normale centr�ee r�eduite. On note

� la fonction de r�epartition de X . On pose Y = eX+1.

1. D�eterminer, en fonction de �, la fonction de r�epartition de Y .

2. En d�eduire une densit�e f de Y .
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3. Y admet-elle une esp�erance ?

Solution :

1. Y prend ses valeurs dans R�
+

et :

8x > 0; P (Y � x) = P (X � �1 + lnx) = �(�1 + lnx).

2. Une densit�e f de Y est donc donn�ee, par d�erivation, par :

f(x) =

�
0 si x � 0

1
x
'(�1 + lnx) si x > 0

Comme : 8x 2 R; '(x) = 1p
2�

exp(�x2=2), il vient :

8x > 0; f(x) = 1p
2e�

exp(�1
2
ln2 x)

3. Y admet une esp�erance si et seulement si x 7! x:f(x) est int�egrable sur

R
�
+
. Or cette fonction est continue sur R�

+
et :

8x > 0; x2:xf(x) = 1p
2e�

exp(3 lnx� 1
2
ln2 x) �!

x!+1
0

Donc, par la r�egle de Riemann,

Z
+1

1

xf(x) dx converge

tandis que lim
x!0+

xf(x) = 0 et donc

Z
1

0

xf(x) dx n'est pas une int�egrale

impropre.

Par cons�equent Y admet une esp�erance.

(Il est d'ailleurs possible de calculer cette esp�erance, �a partir du th�eor�eme de

transfert, par hhcanonisation ii du trinôme obtenu dans l'exponentielle : : : )

Exercice BL-14

Soit Ma =

0
@ a+ 1 1� a a� 1

�1 3 2a� 3

a� 2 2� a 3a� 2

1
A 2 M3(R), a �etant un param�etre r�eel.

On note fa l'endomorphisme de R
3 associ�e �a Ma relativement �a la base

canonique de R3 .

D�eterminer les valeurs propres deMa. La matriceMa est-elle diagonalisable ?
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Solution :

Par la m�ethode du pivot, � est valeur propre de Ma si et seulement si � = 2

ou � = 2a. Il est donc n�ecessaire de discuter :

? Si a = 1, l'unique valeur propre est 2 et si M1 �etait diagonalisable, elle

serait semblable �a 2I , donc serait �egale �a 2I , ce qui est faux. Donc M1 n'est

pas diagonalisable.

? Si a1, la matrice Ma admet deux valeurs propres : 2 et 2a.

MaX = 2X ()

8<
:
(a� 1)x+ (1� a)y + (a� 1)z = 0

�x+ y + (2a� 3)z = 0

(a� 2)x+ (2� a)y + (3a� 4)z = 0

Comme a1, il reste : E(2) = Vect

0
@ 1

1

0

1
A

MaX = 2aX ()

8<
:
(1� a)x+ (1� a)y + (a� 1)z = 0

�x+ (3� 2a)y + (2a� 3)z = 0

(a� 2)x+ (2� a)y + (a� 2)z = 0

Si a = 2, E(4) = Vect

0
@
0
@ 1

0

1

1
A ;

0
@ 0

1

1

1
A
1
A et M2 est diagonalisable.

Sinon, E(2a) = Vect

0
@ 0

1

1

1
A et Ma n'est pas diagonalisable.

En conclusion, seule la matrice M2 est diagonalisable.


